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PROBLEME 4

Définitions :

Soit E un espace vectoriel sur C.

e On note idg ’application identique de E.
. - k _ k

o Pour tout endomorphisme f de E, on note f° = idg, et pour tout entier naturel k, f 1 = ffof

« Soit p € IN*. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre p s’il existe un élément

zo de E vérifiant les trois conditions suivantes :

{* fP(z0) = =0,

» la famille (zo, f(0),-.., fP7 (z0)) est génératrice de E, o
* la famille (zo, f(zo), ..., fP~ (o)) est constituée d’éléments deux a deux distin

La famille (zg, f(zq),.. ., f?7(zq)) est alors appelée un cycle de f.

Partie I : Etude d’un exemple

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur € de dimension 3, et B = (e;,ez,e3) est une base

de E.
On considére ’endomorphisme f de E dont la matrice associée dans la base B est

1 2 2
A= 1 1 2|
—2 -2 -3

Vérifier que (e1, f(e1), f*(e1)) est une base de E et déterminer la matrice associée a f

relativement a cette base.

2. Montrer que f est cyclique d’ordre 4 et que (e1, f(e1), f*(e1), f3(e;)) est un cycle de f.

3.  Montrer que f* = idg.
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Partie II : Cas général

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur € de dimension n, et on considére un endomorphisme
f de E cyclique d’ordre p.
Soit (zq, f(zo), .-+, fP7}(20)) un cycle de f. -

1. Montrer : p 2 n.

2 Montrer que f? =idg. En déduire que f est bijective.

3. On note m le plus grand des entiers naturels & tels que la famille (zo, f(zo)y .-y f5 =0 )) est libre.
a. Montrer que f™(zg) est combinaison linéaire des m vecteurs zo, f(zo),..., f™ (=o).

b. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel k supérieur ou égal 2 m, le vecteur 5 (z0)

est combinaison linéaire des m vecteurs zo, f(zo),..., f™ " {(zo)-
c. En déduire que m = n et que la famille (zo,f(xo), . ,f"’l(:z:o)) est une base de F.
4. On note ag, aj,-.., @n—1 les n nombres complexes tels que

f(z0) = ao 2o + a1 f(T0) + a2 f(Zo) + -+ + @y [P (20)-

a. On considere 'endomorphisme g de E défini par ¢ = agidg + a; f + az Fadany frl
Montrer : Vk € IN, g(fk(zo)) = fr"(zg).
En déduire :  f* =agidg+ay f+a2 fé+ -+ an- f7L

b. Déterminer.la matrice associée & f relativement a la base (zq, f(zo),..., f" 7 (z0)) & I'aide des
coefficients ap, a1,...,Qn—1-
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Probléme 11

Dans ce probleme, on cherche & décrire | rensemble des endomorphismes d’un espace vectoriel
laissant invariants tous les vecteurs d’un hyperplan donné.

Soit E un espace-vectoriel sur R de dimension d avec d > 2. On considére un hyperplan
H de E (i.e. un sous-espace vectoriel de E de dimension d — 1) et u un endomorphismé de

E tel que
u(h) = h, pour tout h € H,

ie. laissant invariant tout élément de H.
PRELIMINAIRES

Soit a un vecteur de E qui n appartlent pasa H.

1. Montrer qu’il existe un unique réel -y et un unique hq € H tels que
u(a) = v + hq.
2. Montrer q_ue le réel v ne dépend pas du choix de a ¢ H.

PARTIE 1

On suppose dans cette partie que v # 1.
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2. Montrer que les seules droites vectorielles D (i.e. les seuls sous-espaces vectoriels de E

de dimension 1) tels que u(D) C D sont les droites contenues dans H ou la droite E,.

Soit V un sous-espace vectoriel de F. 4

3. Montrer que si E;, C V ouV C H alors u(V)ycV.
4. On suppose dans cette question que E, ¢ V et V ¢ H et I'on désigne par D une droite

vectorielle telle que D.Cc Vet D ¢ H. :}L\A%W} Q¢ xwlone de D

(a) Soit F = E, + D. Vérifier que U(F) C F.

(b) Montrer que u(V) ¢ V.

5. Déduire des questions précédentes, une condition nécessaire et suffisante pour que
u(V) C V.



