Probleme I1 : z

On rappelle que :
1) Dans l'espace vectoriel R" (neN'), l'application qui 3 tout XeR", X =(x,,%,,..,x,), associe le réel
Ixi= mlaxl.z,-l définit une norme sur R" .

=l n

2) On dit qu'une suite de vecteurs (X ‘“)m’ de R" converge vers un vecteur AeR" siet seulement si:

HP (M_q=0

3) Dans l'espace vectoriel M, (R) des matrices carrées d'ordre n (n e N") A coefficients réels, I'application qui,

15 jsn i=l_n

a toute matrice A =[a; Jiicn associe le réel IAl] = max[zn:la vl} définit une norme sur M, (R).
J=1

question préliminaire :
Montrer que : (VM € M, (R){VX €R")

r.x s i

Dans toute la suite, A = [a U-]E,-s,, désigne une matrice de M ,(R) A diagonale strictement dominante, c'est-a-dire
1< j6n

vérifiant : (Vie f12..n})

‘aut>§|aii‘
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On désigne par D,E,F les matrices de M, (R) définies par :

D=[d, |iss. OV d, =a, et d;=0siiz)
1sjsn

E=[eij]§i-§':' ou e[j="au 51 l)J et e‘J':O 51 I:Sj
J

F=[fylissn OU fy=-a, siigjetf,=0 si iy
1<jsn

de sorte quon a :
A=D-E-F
Les parties 1 et 2 sont indépendantes.

Partie 1:

1°)  a) Justifier I'existence de la matrice J définie par : J =D HE + F)
b) Montrer que /<1
2°)  a)Soit ¥ e R". Etablir 'équivalence : (AY =0) & (¥ = JY)

b) En déduire que A est inversible.

3°) B e R" désignant un vecteur fixé, on appelle A l'unique solution du systtme AX =B d'inconnue X eR".
On considere la suite de vecteurs (X “”)*EN de R" définie par



X(O) eR"
{(VkGN) X(l—l] =J_X(k) +D-IB

a) Montrer que : (vkeN) X%V -A =J(Xm —A)

b) En conclure que la suite (X (k))ae\r converge vers A.

 Partie 2 «

1°) Justifier l'existence de la matrice L définie par L=(D- E)'IF

12 Soit XeR" et Y =L X . Onpose X =(x,,xq,..,x,) €L Y ={y1,¥2,.,¥,)
a) Montrer que : (vie{12,..,n})

1 i=-1 n
¥, ='a—(2%3’; + Zauxj]

| jal Jmivl

,oh la premidre somme (respectivement la deuxi2me somme) est égale 2 0 si i =1 (respectivement si i=n)
b) Vérifier que ly,|<[X]

¢) En déduire que |rf<|X|

1si<n
1< <n

3 On pose L= [e,]

a) Justifier qu'il existe iy €{12,..,n} tel que le= i|aw-|

=l

e,=lsia,;20

b) On considére le vecteur X, =(g,,€5,...,£,) Ol (Vje {1,2,..,n}) {8 = -1 sinon
j=-

Montrer que HLX °| = ||L||
¢) En déduire que |L|| <1

4) BeR"™ désignant un vecteur fixé, on appelle A unique solution du systéme AX =B d'inconnue X e R".

On considere la suite de vecteurs (Y””)‘EN de R™ définie par

Y(O) 3 Rn
(VkeN) Y&V < Ly® 4 (D-E)'B

a) Montrer que : (vkeN) Y* -4 =L(yl*) -A)

b) En conclure que la suite (Y“") , converge vers A.
&



