ECOLE DE I’AIR
Math 2
Concours 2002

Les figures sont en annexes
1a) On écrit MM2 = 4a2 : (z + 2a)° + 92 = 4a® < 22 + % + daz = 0
Pour avoir ’équation polaire :
e on pose : x =rcos(f) , y = rsin(f) donc r2 + 4ar cos (6) =0
e si 7 # 0 on adonc r = —4a cos(h)

e sir =0 le point est en O . Il est obtenu par la formule précédente pour § = /2

r = —4acos(0)

On peut retrouver cette formule en écrivant que le triangle OM P est rectangle en M donc OM = OP cos (0)

1b) La droite D a l’équation cartésienne = 2a donc en polaire r cos(f) = 2a donc r = %@0)
[N — — —
Sur I'axe d’angle polaire 6 on a donc pour 6 # 7 (7) : OH(0) = COQS‘(LG)u(H) et OM(6) = —4acos(0) u(f). Le milieu donne

donc

1c) Méme si la condition n’est pas demandée n’oubliez pas 6 # 7 ()
e 7(0+2m) =1 (0) : les deux points sont confondus
e 7 (0+7)=—r(0) : les deux points sont confondus
e 7(—0) =r () : les deux points sont symétriques par rapport a Ox
e Pour obtenir la totalité du support de la courbe on peut prendre 6 € [0, 7] { }

e Un domaine d’étude est donc [0 [ et on déduit la courbe entiére par symétrie par rapport a Ox

)

1d) On a r(0)sin (6 — 7/2) = —r(#) cos (§) = acos(26) de limite —a si 6 tend vers T . De plus lim /5 (r (6)) = +o0
Dans le repére (O, u(w/2),v (w/2)) on a une asymptote d’équation ¥ = —a , donc d équation z = a dans le repére initial.
le) [0,7] — {3} on a les signes :

0 0 /4 /2 3r/4 T
cos() | 1 | +| + |[+] 0 |- - - -1
cos(20) | 1 |+ | O - -1 - 0 + | 1

r@ |1 -1 0 [+ || |- 0 + |1

En 7/4 la courbe passe par 0 point ou la tangente fait donc un angle polaire de 7/4
D’ou la figure .
1f) La boucle correspond & 6 € [—m/4,7/4] .

1 /4 /4 20 2
A :f/ r2df = a2/ <COS( )> de
2 ) /4 0 cos (0)
L’expression a intégrer est invariante par 6— > 6 + 7 . On a en plus d (tan(f)) =
tan (6) = u

W . Deux bonnes raisons de poser

[ @) o= [ () o [ oa—s [ om e [ gl

en decomposant en éléments simples .
Or fo ) du fo H_ug) = [arctan (u)], = T et en intégrant par partie :

L du 1 bowldu 1 Lodu . du
A a2 e Eo 2| s 2 s
o (I+wu?) 2 o (14 u?) 2 o (1+u?) o (1+u?)

1 4
et donc [ (Hsz)z =1+Z

A=a*(2—-7/2)



1g) On a l’équation polaire : 7 =a (ﬁw) - 2cos(9)> soit en multipliant par cos (6) :

2

T

rT=a 1—200592):(1 1-2——— our r # 0

( (©) ( o y2> pour r #
Soit

x (:c2 + yz) = a(y? — 2?%)

pour r = 0 le point est & l'origine . (0,0) est bien solution de ’équation précédente.
Réciproquement tout point de la courbe z (22 + y?) = a(y? — 2?) est un point I (f) . Le calcul se remonte bien sauf pour
r =0 ou cos(#) =0 ; donc x = 0 . Mais alors on trouve 'origine qui est bien solution .

& (22 +y?) = a(y® — 2?)

2a) idem la) :z? + y* + 2ax = 0

2b)
e Pour avoir M(t) on pose y=te ce qui donne apres simplification par @ { © e
p $2+y2+2a$20 q P p p :_12—"-(Ltt2

On élimine du calcul les points tels que = 0 donc sur le cercle le point O qui ne se retrouve pas dans ’équation précédente
mais qui correspondra au point limite t— > +o0 .

r = 2a
y = 2at

y=tx

%, ce qui donne apreés simplification par x {

ot
J(t) — ( l-tt,-3t2 )
O1i2

2t
2
2c) Les deux coordonnées sont des fonctions C> et 4L (t) = ( tgl(gft)2) ) .

(1+12)?
L’unique point stationnaire est le point tel que ¢ = 0 donc le point O .

En ce point la pente de la tangente est la limite de £ =¢ . La tangente est horizontale.

2 2
Le développement limité & I’ordre 3 en zéro donne sans probléme ( zg; > = ( aé _:_O%g)) > donc M”(0) = ( 2(;1 ) .

e [’équation de la tangente en 0 est donc y = 0 du type voulu si ¢ty =0 .

e Pour avoir H(t) on pose {

e reste a prendre le milieu

e sity# 0 On I'équation de la tangente est det (J(to)P, % (t9)) =0

atﬁ 2atg

142 (1+¢2)? o
_ at} atZ(3+t2) =0
Y=1mz (e

at? at} ato
to(3 + t2) <x E— > -2 <y B— > = 0 en simplifiant par ——
0 1+t3 1413 (1+12)°

374 2 3
to(3 + 1) — 2y = aBETRI2E — o3

Question clé qui permet de vérifier les calculs.

e Par parité de z et imparité de y le support de la courbe est symétrique par rapport & Oz . Sur RT z et y sont croissant
. Sit tend vers 400 z tend vers a et y vers +oo.

2 2 .
2€¢) On a z = alij et y =tz . Donc pour x non nul t = £ donc = a$2y+y2 d’ou I’équation

2(2® +y?) = ay?

Si x = 0 le point est & l'origine , qui est solution de la seconde équation .
Réciproquement si z(z? + 3?) = ay? alors en introduisant y = tx on retrouve 1’équation paramétrique.

w(2? + %) = ay?




3a) déja vu en cours : faire le Pivot de Gauss Lg < L3 — Ly , Lo <« Ly — L4

1 W _ _

T2 Y2 = 2 b & = det (t mat (MlMQ, MlMg))
I3 —T1 Ys— Y1

x3 y3 1

3b) On commence par mettre a en facteur dans les deux premiéres colonnes puis on retranche la premiére a la troisiéme .

Ensuite on retranche la premiére ligne aux deux autres.

aty aty 1+t |=a”|t3 t3 1 |= 2_2 BT
at3 at3 1+13 2t 1 R

On factorise (t2 — t1) dans la premiére ligne et (t3 — 1) dans la seconde :

at? at3 1+1t3 9 9
to+t1 ty+ it + 1
aty aty 1+13 = @’(ts—t)(ta —t1) ls+ 1 t% + t3t1 + f% ‘
at3 at3 1+13 3 1
Y 3 to +t1 2 + tity + 12 ' 3
= a (t3 tl)(t2 tl) t3 . t2 t% _ t% +t3t1 _ tgtl . L2 — L2 L1

a®(ts —t1)(ta — t1)(t3 — to)

to + 11
1

12 +tity + 12
i1 +2 i3

a®(ts — t1)(ts — t1)(ts — ta) ((ta +t1) (t1 +t2 + t3) — (83 + tito + 13))
a*(t3 — t1)(ta — t1)(ts — to) (t1ta + tits + tats)

2a 2atq 1
14+t 1443
3c) Trois points sont alignés si et seulement si le déterminant li(;2 fft% 1 | est nul .Si on multiplie la ligne i par (1 + ¢2)
2 2
2a 2ats
1+t 14t3

on retrouve D(t1,t2,t3) .
Les points sont distincts donc (¢; — t;) # 0 pour ¢ # j . a est aussi non nul .

[Trois points sont alignés si et seulement (t1t2 + t1t3 + fats) = (]

3c¢) La formule précédente donne t5 = — tflﬁz Siti +ta #0.
On vérifie t3 7é t1 &t = 2
Avec les notations de la question ¢ (¢) = —t°2(t?j§) si 2tg + ¢ # 0 et tg + & # —2ty donc si € # —2ty et € # —3ty. Comme on

veut faire tende € vers zéro , cette condition est remplie pour € assez petit si g # 0 .

On a alors si tg # 0 : lim (¢(e)) = —% .

Par contre si ¢y = 0 la droite O.J(g) ne recoupe pas la courbe .

Par définition de la tangente un vecteur unitaire de J(to)J(to + €) tend vers un vecteur unitaire de la tangente. Le vecteur

ey ey
J(to)J (t(¢)) tend donc aussi vers un vecteur directeur de la tangente , si la limite est non nulle. Le vecteur J(to)J (—to/2)
est un vecteur directeur de la tangente s’il est non nul.

Si tg # 0 Le point J(—tg/2) est donc point d’intersection de la courbe et de la tangente.

Or y(t) est strictement croissante (dérivée positive , strictement positive sauf en un nombre fini de points) . Donc

J(to)J (t0/2)) = 0 & to = —tg/2 = tg =0

[Si tg # 0 la tangente en J(tg) recoupe la courbe au point de paramétre ¢ /2]

Pour la derniére question on doit montrer (toujours en excluant la tangente a l'origine)
D(tl,t2t3) =0= D(—t1/2, _t2/27 —t3/2) =0

ce qui se vérifie sans probléme sur la forme développée de D .



