
Concours commun polytechnique
�lière PC 2004

Math 2
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PARTIE I
1. Soit un(z) = jn�sznj = n�s jzjn .

� si jzj > 1 on a limn�>+1 (jun(z)j) = +1 car la suite géométrique jzjn l�emporte sur la puissance n�s quand le
produit est indéterminé. On a donc divergence grossière.

� si jzj < 1 on a limn�>+1
�
n2 jun(z)j

�
= 0 car la suite géométrique jzjn l�emporte sur la puissance n2�s quand le

produit est indéterminé. La série converge absolument , donc converge

2. Etude si jzj = 1

1.

� si s > 1 on a
P
jn�sznj =

P
1
ns série convergente d�après le critère des séries de Riemann donc comme la

convergence absolue implique la convergence :

(s > 1; jzj = 1) =)
P
jn�sznj CV

� si s � 0 jn�sznj = n�s � 1 . La série diverge grossièrement :

(s < 0; jzj = 1) =)
P
jn�sznj DV

2. si z = 1
P
n�szn =

P
1
ns est une série de Riemann donc diverge si s 2]0; 1]

3.

� (Sn) est la somme partielle d�une série géométrique (divergente car jzj = 1 ) et donc :

Sn = z
1� zn
1� z

donc

jSnj =
����z 1� zn1� z

���� � 2

j1� zj
or j1� zj2 = (1� cos �)2 + (sin �)2 = 2 (1� cos �) = 4 (sin (�=2))2 On a donc bien

8n 2 N�; jSnj � 1
jsi;n(�=2)j

� On écrit zk = Sk � Sk�1 pour k 2 N� :
vrai si k = 1 car S1 = z et S0 = 0
vrai si k > 1 par simpli�cation de �
faux si n = 0 car S�1 n�existe pas

erreur de texte sans conséquence pour la suite car S0 ne sert à rien
D�où
nX
k=1

k�szk =
nX
k=1

k�sSk�
nX
k=1

k�sSk�1 =
nX
k=1

k�sSk�
nX
k=0

(k + 1)
�s
Sk =

n�1X
k=1

�
k�s � (k + 1)�s

�
Sk+Snn

�s (car S0 = 0 )

� On a
����k�s � (k + 1)�s�Sk��� = �k�s � (k + 1)�s� jSkj car s 2]0; 1] donc �k�s � (k + 1)�s� > 0 et donc����k�s � (k + 1)�s�Sk��� �M (�)

�
k�s � (k + 1)�s

�
Or la série

P �
k�s � (k + 1)�s

�
converge car la suite (k�s) converge :

Donc par majoration
P �

k�s � (k + 1)�s
�
Sk est une série qui converge absolument . Soit � sa somme . 0n a

alors comme la suite (Snn�s) converge vers 0 (produit d�une quantité bornée par une quantité qui tend vers 0 )

lim
+1

 
nX
k=1

k�szk

!
= �+ 0

et donc P
n�szn converge si s 2]0; 1]; jzj = 1; z 6= 1

remarque : l�hypothèse s > 0 sert plusieurs fois mais pas l�hypothèse s � 1 . ce n�est pas un problème car il n�y
a pas contradiction avec la CV A dans ce cas.



Synthèse : La série
P
n�szn converge si et seulement (s > 1 , et jzj � 1) ou si (s 2]0; 1]; jzj = 1; z 6= 1) .

C�est à dire que la série entière de rayon de convergence 1 converge en tout point du bord du disque de convergence sauf
en z = 1

3.

� méthode 1 : intégration d�une série entière :

l�intégrale existe car : si on pose fs(t) =
�
�(t; s) si t > 0
1 si t = 0

. fs est continue sur ]0; x] car � est continue sur [0; x]

ou [�x; 0] (série entière sur l�intervalle ouvert de convergence) et lim0
�
�(t;s)
t

�
= d

dt (�(t; s))t=0 = 1 (coe¢ cient de t

dans le DSE) , donc la fonction
R x
0
fs(t)dt existe .

De plus �(t; s) =
P+1

n=1 n
�stn est une série entière (en t ) de rayon de convergence 1 . Donc fs(t) =

P+1
n=1 n

�st(n�1) =P+1
n=0(n + 1)

�stn est aussi une série entière de rayon de convergence 1 . On peut prendre la primitive d�une série
entière sur l�intervalle ouvert de convergence donc :Z x

0

fs(t)dt =
+1X
n=0

(n+ 1)�s
xn+1

n+ 1
=

+1X
n=0

(n+ 1)�(s+1)xn+1 =
+1X
n=1

n�(s+1)xn = �(x; s+ 1)

� méthode 2 : intégration termes à termes d�une série :

Soit fn(t) = n�st(n�1) , on a :

8>>>>><>>>>>:

La série
P
fn(t) converge simplement sur ]0; x] ( ou [�x; 0[ )

8n 2 N� , fn(t) est continue sur [0; 1x donc intégrable sur ]0; x]
t� >

P+1
1 fn(t) =

�(s;t)
t est continue sur ]0; x] car une série entière est continue sur le disque ouvert de convergence

si x > 0 :
PR

]0;x]
jfn(t)j dt =

P
n�(s+1)xn série convergente car jxj < 1 cf I:1

si x > 0 :
PR

[x;0[
jfn(t)j dt =

P
n�(s+1) jxjn série convergente car jxj < 1 cf I:1

On peut donc intégrer termes à termes la série de fonction etZ x

0

�(t; s)

t
dt =

Z x

0

+1X
n=1

n�st(n�1)dt =
+1X
n=1

n�s
Z x

0

t(n�1)dt = n�(s+1)xn = �(s+ 1; x)

� R x
0
�(t;s)
t dt = �(s+ 1; x)

� On a �(x; 0) =
P
0 = 0 et �(x; 1) =

P+1
n=1

xn

n = � ln(1� x)

4. On retrouve la fonction � d�Euler

1.

� pour n 2 N� , fn est continue sur [0;+1[ et lim+1
�
t2fn(t)

�
= 0 donc fn est intégrable sur [0;+1[

� de plus on peut faire le changement de variable C1 bijectif u = nt :Z +1

0

fn(t)dt =

Z +1

0

e�ntts�1dt =

Z +1

0

e�u
�u
n

�s�1 du
n
=
�(s)

nsR +1
0

fn(t)dt =
�(s)
ns

2. Soit gn(t) = znfn(t) = zne�ntts�1 on a (attention au problème en 0 si z = 1) :

�

8>>><>>>:
La série

P
gn(t) converge simplement sur ]0;+1[ : on a convergence absolue car n2 jgn(t)j tend vers 0

8n 2 N� , gn(t) est continue intégrable sur ]0;+1[ d�après le point précédent
t� >

P+1
1 gn(t) =

ze�tts�1

1�ze�t est continue sur ]0;+1[ le dénominateur étant non nul car jzj � 1 et je�tj < 1R
]0;+1[

jgn(t)j dt = jznj
R +1
0

fn(t)dt �
R +1
0

fn(t)dt terme général d�une série convergente d�après le point précédent

On peut donc intégrer termes à termes la série sur ]0;+1[ :

t� > ze�tts�1

1� ze�t est intégrable sur R
+� et

Z +1

0

+1X
1

zne�ntts�1dt =
+1X
n=1

Z +1

0

zne�ntts�1dt

on a donc Z +1

0

ze�tts�1

1� ze�t dt =
+1X
n=1

Z +1

0

zne�ntts�1dt

Z +1

0

zts�1

et � z dt =
+1X
n=1

zn
Z +1

0

e�ntts�1dt =
+1X
n=1

zn
�(s)

ns
= �(s)�(z; s)

2



On divise par �(s) > 0 comme intégrale d�une fonction continue strictement positive :

�(z; s) = z
�(s)

R +1
0

ts�1

et�zdt

PARTIE II
1. Soit un(s) = n�s . On doit prouver que la série

P
un(s) est C1 sur ]1;+1[ . Les fonctions un sont C1 sur ]1;+1[ et

par récurrence u(k)n (s) = (� ln(n))k n�s :

� vrai si k = 0
� si k = 1 : un(s) = e�s ln(n) donc u0n(s) = � ln(n)e�s ln(n) = � ln(n)un(s)
� hérédité : si u(k)n (s) = (� ln(n))k n�s alors u(k+1)n (s) = (� ln(n))k (n�s)0 = (� ln(n))k+1 n�s

reste à prouver la convergence normale de
P
u
(k)
n sur tout compact [a; b] �]1;+1[:

8s 2 [a; b]
���u(k)n (s)

��� � ln(n)kn�a = �n : � indépendante de sP
�n converge :

pour prouver la convergence de
P
ln(n)kn�a on étudie lim

�
n� ln(n)kn�a

	
. On a n� ln(n)kn�a =

�
n
��a
k ln(n)

�k
. Donc

par comparaison d�une puissance et d�un logarithme la quantité tend vers 0 si � < a . On veut aussi � > 1 . Il su¢ t de
prendre � = a+1

2 qui convient car a > 1:
�(s) est C1 sur ]1;+1[

2. Les hypothèses de la question précédente permettent de dériver termes à termes la séries :

�0s) = �
+1X
n=1

ln(n)n�s < 0

donc
:� décroît strictement sur ]1;+1[

3.

� On doit comparer -la série
P
n�s à une intégrale de t�s : c�est une classique comparaison �série , intégrale�:

La fonction t� > t est continue décroissante (s > 0) sur [1;+1[ on a donc l�encadrement

1

(k + 1)
s �

Z k+1

k

t�sdt � 1

ks

soit en sommant :

�1 +
n+1X
k=1

1

ks
�

nX
k=1

1

(k + 1)
s �

Z n+1

1

t�sdt �
nX
k=1

1

ks

en passant à la limite (l�intégrale admet une limite et la série converge car s > 1)

�1 +
+1X
k=1

1

ks
�
Z +1

1

t�sdt �
+1X
k=1

1

ks

soit
�(s)� 1 �

R +1
1

t�sdt � �(s)

� On a
R +1
1

t�sdt = 1
s�1 donc

1

s� 1 � �(s) �
s

s� 1
d�où 1 � (s� 1) �(s) � s d�où l�équivalent :

�(s) �1+ 1
s�1

� l�équivalent précédent ne su¢ t pas en zéro mais �(s) = 1 +
P+1

n=2 n
�s � 1 ; D�où

lim+1 (�(s)) = 1

Le troisième partie commence par l�étude de série de Fourier de
�
��x
2

�2
pour calculer �(2) et �(4) , puis utilise ces valeurs

et les formules intégrales de la �n du I pour calculer quelques intégrales.

3


