Feuille d’exercices numéro 5 (séries de fonctions )

1. réflexion sur le cours:

1. Etudier la convergence simple , normale :
(faire I’¢tude sur RT, R tout segment inclus dans R)

1 oo 1 +oo (=1)" 400 1 +oo (=1)"
a) ZnZl z2+4n? b) n=0 z2+4+n C) n=0 z2+4n d) n=1 n+n2z22 e) n=1 n+n222

2. soit

1. Montrer que f est définie sur R , 27 périodique
2. Montrer que f est C' sur R .

3. Soit f une fonction continue sur [0,1] .

1. montrer :

“+ o0 x x
Vr € [0,1] : Z/O " f(t)dt = i %dt
n=0

2. Quelle somme de série en déduit-on si on prend f(t) = 1 dans I’égalité précédente ?

4. Soit
o e—nT
fwzng
1. Montrer que f € C' (RT*,R)
2. calculer lim; o (f)
3. Simplifier f' — f
4. Intégrer I’équation différentielle obtenue et en déduire f .

2. exercices

1. Soit -
n e—nz
fa) =31
n=1
1. Donner le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est C' sur RT* et calculer f’ sur ce domaine.
3. Calculer lim o (f)
4. En déduire le calcul de f sur RT*
5. En utilisant + = fol t"~1dt , exprimer S,, = 25:1 (_i)n a l'aide d’une intégrale..En déduire le calcul de f(0)
6. f est-elle continue en 0 7
2. Soit
> 1
€Tr) =
/(@) 7;) (I4+nz)(1+(n+1)z)

Domaine de convergence simple. A-t-on convergence normale sur RT*, sur tout segment inclus dans R™* ? .

Calculer la fonction f sur son domaine de définition.

3. Soit :
+oo e~ N
f@) =3 0

n=0

1. Domaine de définition de f .

2. Montrer que f est continue sur R**

3. Etudiez f quand z tend vers 0 .

4. Donnez les variations de f .



5. Etudier la limite de f en 400

6. Donner avec ces informations le graphe de f .

4. Soit

S G W

5. Soit

n 7\/ﬁm

-3

Déterminer le domaine de convergence simple D et le domaine de convergence absolue de cette série de fonction.
Montrer que sur D la série vérifie les hypothéses du critére spécial des séries alternés.

Montrer que f est C! sur Rt*.

étudier la limite de f en +oo

Soit z > 0 . Etudier les variations sur R™* de t— > (zt + 2) exp(—xt) — 2 puis celle de t— > 1—%2(—&)

Montrer que f est continue en 0 .

— n(l+n?z?)

Montrer que f est définie sur R ,,continue sur R , dérivable sur R*

On a 5’7) Zn 1 n(1+112$2)

2. calculer les primitives de g, : t— > m .
3. Donner un encadrement de m entre deux intégrales de g,
4. Montrer lim,_ <o+ (@) —z—0 +00 . f est-elle dérivable en O .
6. Soit ¢ la fonction continue sur [0, 1] définie sur [0, 1] par g(z) = Sirll(ff) . on notera 01 b‘? SIn(me) gy = fo
1. calculer g(1)
2. Soit pour k € N, g définie sur [0, 1] par gi(z) = 2" sin (72)
Montrer que sur [0, 1] Z 09k = g - Que se passe-t-il pour Zk 2o gk(1)
3. Vérifier Vz € [0,1] , sin (rz) < 7(1 — )
4. Montrer:

[e’e] 1 1 . T
Z/ z¥ sin(rx)dx =/ Mdm z/ %dm
i—Jo 0o l1—=z 0 x

(en utilisant la méme notation pour la seconde intégrale que pour la premiére)



