
Feuille d�exercices numéro 7 (espace vectoriel normé )

1. ré�exion sur le cours:

1. a et b étant des réels strictement positifs : Etudier si E est ouvert , fermé compact

� dans R2 , E = f(x; y) ; x � 0; y � 0 , xy � ag , E = R2�f(0; 0)g , E = R2�V ect(�!i ); E =
n
(x; y) ;
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� dans un espace vectoriel normé de dimension �nie : E = fv; kvk = ag , E = fv; a < v � bg , E = fv; sin (kvk) = ag

2. Etudier si les fonctions suivantes ont des limites si (x; y) tend vers (0; 0) en restant dans le domaine de dé�nition de f:

f(x; y) = x2y2
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3. (théorème du point �xe)Soit E un espace vectoriel sur R muni d�une base (ei)pi=1 et muni de la norme kk1 et F un fermé
de E

Soit f une application de F dans F lipschitzienne de rapport k 2 [0; 1[

9k 2 [0; 1[ , 8 (x; y) 2 F 2 , kf(x)� f(y)k1 � k kx� yk1

On se donne en�n une suite récurrente u0 2 F , 8n 2 N , un+1 = f(un)

1. Montrer : 8n 2 N , un 2 F
2. Montrer kun+1 � unk1 � k kun � un�1k1
3. Montrer kun+1 � unk1 � kn ku1 � u0k1
4. On étudie les coordonnées un;i de un : un =

Pp
i=0 un;iei

montrer que pour tout i 2 [[1; p]] la suite (un;i) converge.
5. Montrer que la suite (un) converge vers une limite notée l

6. Montrer que l�équation f(t) = t admet au plus une racine , puis que l est l�unique racine de cette équation

4. On utilisera la continuité du déterminant.

� Soit (Mn)n2N une suite de matrices non inversibles.
Montrer que si la suite converge la limite est non inversible.

� Donner un exemple de suite de matrices inversibles , convergeant vers une matrice non inversible

� On considère les systèmes : 8t 2 I :

8<: ax+ by + cz = f(t)
�x+ �y + 
z = g(t)
ux+ vy + wz = h(t)

, (a; b; c; �; �; 
; u; v; w) étant 9 scalaires (f; g; h) trois

fonctions continues sur un intervalle I:
On suppose que le système est de Cramer. Montrer que la solution du système est une fonction continue sur I:

� Soit (f; g; h) trois fonctions C0 d�un intervalle I dans R3 .On suppose que pour tout t (f(t); g(t); h(t)) est une base
de R3 .
Montrer que s�il existe u 2 I tel que (f(u); g(u); h(u)) soit une base directe alors 8t 2 I (f(t); g(t); h(t)) est une base
directe.

2. exercices

1. Dans R2 montrer que l�image d�un fermé par une homothétie de centre 
 et de rapport non nul est un fermé
Même question pour une rotation , une translation., une isométrie.

Montrer que les résultats précédents restent vrai pour les compacts de R2 .
Montrer que les résultats précédents restent vrai pour les ouverts de R2 .

2. Soit E un espace vectoriel de dimension �nie

1. Montrer que si F et G sont deux ouverts de E , F �G est un ouvert de E2

2. Mêmes questions pour le produit de deux fermés , de deux compacts

3. Soit A un compact de E . Soit B = [(x;y)2A2 [x; y] . Montrer que B est une partie compacte de Rp .

(montrer que B est l�image d�un compact par une application continue.)

3. Soit E un espace vectoriel sur R muni d�une base (ei)pi=1 muni de la norme kk1
Soit f une application de ]0; 1] dans E lipschitzienne de rapport k.



� On pose un = f (2�n) . Montrer kun+1 � unk1 � k2�n�1 .
� En étudiant les coordonnées des un , montrer que le suite (un) converge . Soit l sa limite
� montrer que f(x) tend vers l si x tend vers 0

4. Soit E l�espace vectoriel des fonctions lipschitzienne de [0; 1] dans R. On dé�nit sur :

8f 2 E;N(f) = jf(0)j+ sup
�����f(x)� f(y)x� y

���� ; (x; y) 2 [0; 1]2 ; x 6= y�
8f 2 E; kfk = sup(jf(t)j ; t 2 [0; 1]) + sup

�����f(x)� f(y)x� y

���� ; (x; y) 2 [0; 1]2 ; x 6= y�
Montrer que N et k ksont des normes équivalentes sur E .

5. Soit fn : t� > tn , calculer kfnk1 et N(fn)

Montrer que ces normes ne sont pas équivalentes à kk1
6. (long , faire des �gures )

Soit R2 espace euclidien muni de sa base canonique orthonormale directe. et K un compact non vide de E:

� Montrer que pour tout élément a de E il existe un plus petit r tel que K � B0(a; r)
� Montrer que l�application � qui a a associe r est 1-lipschitzienne , donc continue.
� Montrer qu�il existe un plus petit (pour le rayon) disque fermé contenant K :

�Montrer que
�
r = �(a); a 2 R2

	
admet une borne inférieure r0

�En introduisant A0 =
�
a 2 R2; �(a) � r0 + 1

	
, montrer que r0 est un plus petit élément.

� Soient (x; y) 2 R2 deux vecteurs distincts et z = x+y
2 le milieu des deux vecteurs.

�Montrer : km� xk2 = km� zk2 + kz � xk2 + 2 hm� z; x� zi
�En déduire km� xk2 + km� zk2 = 2

�
km� zk2 + kz � xk2

�
� Soit R > 0 , Montrer qu�il existe un réel r < R tel que

B0(x;R) \B0(y;R) � B0(z; r)

� Montrer qu�il existe un unique plus petite disque fermé contenant K:
� Quel est ce disque si K est un segment , un triangle.
(5/2 : R2ne sert à rien vous pouvez faire l�étude dans un EVE quelconque en remplaçant disque par boule.)

7. Soit a 2 R , a > 1 . Soit f 2 C0(E;E) véri�ant 8x 2 E; f(x) = f(ax)
Montrer 8x 2 E , 8n 2 N f(x) = f(a�nx) .
Montrer que f est constante.

Déterminer les fonctions continues de E dans E véri�ant : 8x 2 E , f(x) + f(ax) = 0

Que peut-on dire si a < 1 ? si a = 1

8. Soit A = GLn (K) . On veut montrer que M� > M�1 y est continue.. Soit donc M 2 A:
On prend une norme telle que 8(P;Q) 2Mn (K) , kPQk � kPk kQk
On considère H 2Mn (K) tel que M +H 2 A

� Montrer (M +H)�1 �M�1 = �(M +H)�1HM�1

� Montrer que : 9K > 0;9" > 0 , kHk � " =)


(M +H)�1



 � K
(c�est à dire (M +H)�1 est borné au voisinage de H = (0) )

� conclure.

9. On se place dansMp (K) muni de la norme kk1
on rappelle que pour tout couple (M;N) de matrices kMNk1 � p kMk1 kNk1
A tout matrice A on associe la suite Sn =

Pn
k=0

Ak

k!

� Montrer


Ak

1 � pk�1 kAkk1

� Quel majorant de kSn+1 � Snk1 en déduit-on?

� En étudiant les coe¢ cients de la matrice montrer que la suite (Sn)n2N converge.
Remarque sa limite

P+1
n=0

An

n! est noté e
A ( exponentiel de la matrice A )
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