DERIVATION DES FONCT&%%EE)ELLES D’UNE VARIABLE

objectifs : rappels de premiére année sur les fonctions réelles d’une variable réelle .
On notera I et J deux intervalles de R et f une application de I dans R

1. DERIVATION

1.1. Définition

Soit f une fonction de I dans R .

f(x) = f(xo)

r — X

e On dit que f est dérivable & droite en xg si et seulement si la fonction admet quand z tend vers x( a droite

une limite finie notée f'(zg) ou f7 (wo)
e On peut aussi définir la dérivée a gauche:  f'(z;) = lim
e pour z intérieur & I , on dit que f est dérivable en xq si et seulement si f est dérivable a droite et a gauche en x et si
d
f'(xd) = f'(zy) . Cette valeur commune est alors la dérivée de f en xq notée f'(xg), Df(zo), d—f(xo)
x

e toute fonction dérivable en g est continue en zg .
e f est dérivable sur un intervalle ouvert [ si et seulement si f est dérivable en tout point de I. La fonction dérivée se note

alors f’ ou % ou D(f) .

e f est dérivable sur le segment I = [a, ] si et seulement si f est dérivable sur ]a, b[ ,dérivable & droite en a et & gauche en
b .Par abus de notation on notera dans ce cas f'(a) = f'(a™) et f'(b) = f'(b7)

e Ces définitions et notations s’étendent de fagon naturelle aux intervalles contenant une seule de leu sbornes

e On note C*(I,.J) I'ensemble des fonctions dérivables de I dans J et ayant sur I une dérivée continue.

1.2. Développement limité d’ordre 1

f est dérivable en xy de dérivée f'(xg) =1 si et seulement si sur un voisinage de zq:

Je(z) , f(z) = f(®0) + (z — 20)l + (z — x0)e(x — 20) et lim (e(x —x0)) =0

T—To

1.3. Structure et Calculs
C*(I,R) est une R-algebre et la dérivation est linéaire de C*'(I,R) sur C°(I,R)

le produit de deux fonction C* sur I est C* sur I et Y(f,g) € C*(I,R), (fg) = f'g+ fq

I
72
Soient f € CY(I,J) et g € C*(J,R) alors go f € C*(I,R) et (go f) = f x (¢’ o f)

1 1\’
Soit f € C'(I,R) ne prenant pas la valeur 0 alors 7 € CHI,R) et (f) =

1
Si f est C* bijective de I sur J et siVo €I, f'(z)#0alors f~! est C* de J dans I et : Vo € J | (ffl)/ =—

for

1.4. Théoréme de Rolle
Soit f continue sur [a,b] dérivable sur ]a,b[ telle que f(a) = f(b) alors il existe ¢ élément de ]a, b] vérifiant

f'(e)=0

1.5. Formule des accroissements finis

Si f est continue sur [a, b] dérivable sur ]a, b[ alors:3c €]a,b[ , f(b) — f(a) = (b—a)f'(c)
En pratique on utilisera avec les mémes hypothéses:

Va €la,bf, | f'(z) [ M =| f(b) = f(a) S M [b—a



1.6. Fonction lipschitzienne:

Une fonction est dite lipschitzienne sur I si et seulement si :

3k, V(2. y) € 7, |f(2) = F(y)] < k| —y]

k est le rapport.
La formule des accroissements finis dit donc que si f est C' sur un intervalle a dérivée bornée , elle y est
lipschitzienne.

1.7. Sens de variation d’une fonction C'.

-f" est nulle sur I si et seulement si f y est constante.

-f' est positive sur I si et seulement si f est croissante sur 1

-si f’ est strictement positive sur I et si f’ s’annule en un nombre fini de points de I alors f est strictement
croissante sur I.

-si f’ change de signe en zg f présente un extremum local en zg.

1.8. Dérivée d’un prolongement :

si f est continue sur [a, b] dérivable sur [a,b] et si f'(x) admet en b~ une limite [ alors f est dérivable & gauche
en b et f/(b7) = 1. Le résultat est vrai aussi en ™ pour f dérivable sur ]a, b] ou encore en x¢ pour f dérivable
sur ]a, b[—{xo}.

2. DERIVEES SUCCESSIVES:

2.1. Définitions

la dérivée n®™° de f est définie par récurrence par
« [V =,
e si f est dérivable sur I :f) = ¢/
e si f(™ est dérivable sur I alors 1) = (f(M)y = (/)™

pour n € N ,on note C" (I, J) 'ensemble des fonctions de I dans J admettant une dérivée n®™¢ continue.
on noteC*°(I, .J) Pensemble des fonctions de I dans J admettant une dérivée n° continue pour tout entier n.

2.2. Propriétés:

Soit n € NU {400}

e C"(I,R) est une R-espace vectoriel et pour n € N Papplication D" : f — (™) est linéaire.

Si fetge C"(I,R) alors fg € C™(I,R) et pour n € N : (fg)™ = Z (1) f® gk (Formule de Leibniz)
k=0

Si f € C™(I,R) et si f ne prend pas la valeur 0 alors 1/f € C™(I,J)

SifeC™I,J)etge C"(J,R)alors go f € C"(I,R)
e Si f est C" bijective de I sur J et siVaz € I, f/(z)# 0 alors f~! est C" de .J dans I/

3. CONVEXITE

3.1. Convexité sur un intervalle

On dit qu’une fonction est convexe sur un intervalle I si et seulement si pour tout couple (a,b) de points de I
le graphe de f sur [a,b] est situé sous la corde (a, f(a)) (b, f(b)):

f(b) = f(a)

—a

Y(a,b) € I* Vx € [a,b] f(x) < f(a) + (z — a)

Une fonction f est concave si et seulement si (—f) est convexe.



3.2. Inégalité barycentrique
Pour traduire que le point sur la courbe est sous le point sur la corde on peut passer par les barycentres :

vty Af(@) + if(y)

Y(z,y) € IZ,V(\ p) € (RT)2 A 0
(z,y) (A p) € (RT)® A+ p# :>f(/\+u Nt

ou de fagon plus général:Si f est convexe sur I alors pour tout n-uplet (z;);_; de points de I et tout n-uplet

(Ai)izy de réels positifs tels que Z A; = 1 alors
i=1

f(i:)\ixi> SZ Aif (i)

3.3. Convexité d’une fonction C* :

Une fonction f € C*(I,R) est convexe sur [ si et seulement f est croissante sur 1.
le graphe de f est alors au dessus de la tangente en (zg, f(z¢)) au voisinage de zg.

3.4. Cas des fonctions C?

Une fonction C? est convexe sur un intervalle I si et seulement sa dérivée seconde y est positive.
Une fonction C? est concave sur un intervalle I si et seulement sa dérivée seconde y est négative
On a un point d’inflexion en (xo, f(zo)) si et seulement si f” s’annule et change de signe en zg

4. FORMULES DE TAYLOR :

4.1. Définition

Soit f n fois dérivable en xg.Le polynéme de Taylor de f en xg & U'ordre n est la fonction polynome

.’L‘ — CEO l) (.’E())

M:

n s zo
=0

4.2. Restes de Taylor:

On appelle reste de Taylor a l'ordre n la différence f(x) — T}, 5,0, ().

4.2.1. Formule de Taylor reste intégrale:

Soit une fonction f C™™! sur Vintervalle [zg,z] ou [z, zo],
z) ) x —_ )"
Z f xo Z‘O)l +/ (.’E n' ) f(n-‘rl) (t)dt
xo *

4.2.2. Inégalité de Taylor Lagrange (propriété globale)

Soit une fonction f C™*! sur Vintervalle [zg,z] ou [z, 0]

n :]371'0 z)( |1,7x0|n+1
zo)| < EZE T ay
-3 0 < el

avec M1 est un majorant sur I de ’f(nﬂ)’ '

4.2.3. Formule de Taylor Young (propriété locale)
Soit une fonction f C™ sur un intervalle I contenant z .

nfl

:i x—xO) f()($0)+0 (z — m0) :Z x—aco f()(aco)—i—O(x—xO)

1= =0



4.3. Développement limité:

Une fonction f admet au voisinage de zy un développement limité d’ordre n si et seulement si il existe des réels
(ai)i_, tels que :

flz)= Zak(x — 20)* + o(z — )"

k=0

e lien avec la classe :

— Si une fonction admet un développement limité d’ordre 0 en zq alors lim(f) = ag.On peut donc prolonger f par
continuité en xo en posant f(xg) = agp "

— Si la fonction admet un développement limité d’ordre 1 alors la fonction ainsi prolongée en z( est dérivable en xg
et f'(z0) = a

— Si la fonction ainsi prolongé admet un développement limité d’ordre 2 alors on ne peut plus en déduire que f est
deux fois dérivable(exemple x%sin(1/z) en xq = 0)

— Si une fonction est n fois dérivable en x( alors la formule de Taylor Young donne le développement limité.
e calculs:

— Si f admet en zy un développement limité d’ordre n alors f admet en xg un développement limité d’ordre m pour
tout m < n obtenu par troncature.
— Si f et g admettent en xy un développement limité d’ordre n alors
f + g admet en zy un développement limité d’ordre n obtenu en ajoutant les développement de f et g
fg admet en xy un développement limité d’ordre n obtenu en tronquant le produit des développement de f et
g

— Si f admet en zy un développement limité d’ordre n et si g admet en ag un développement limité d’ordre n alors
go f admet en g un développement limité d’ordre n obtenu en tronquant le composé des développements limités
1
— Si f admet en xy un développement limité d’ordre n et si ag # 0 alors ? admet en xy un développement limité
d’ordre n .

1 1 1
Pour le calcul on écrit:—— = — ———————— et on utilise le développement en 0 de .
f(q;) ap 1 4+ (f(x)—ao) 1+u

ao

ou on proceéde par identification.



