SPE PC2
Samedi 17 novembre

le sujet comporte deux exercices et un probléme
calculatrices interdites

EXERCICE 1

On considere les 4 espaces vectoriels : Eg = Cy([0,1],C) , E; = C1([0,1],C) , Ey = {f € Eo, f(0) =0}, E} = {f € E1, f(0) =0}
On note D = {(:c,y) €0,1?,z # y}
Et on considére lapplication qui a toute fonction f définie sur [0, 1] associe, si possible :

f(z) = fy)

=y

N(f)=sup <‘ ,(w,y)€D>

1. Soit la fonction 7 définie sur [0, 1] par Vz € [0,1], 7(z) = V&

Montrer que r n’est pas lipschitzienne sur [0, 1]
2. Etudier si N est une norme sur chacun des 4 ensembles Ey, E1, E)), Ef .

e si la réponse est "non" ne donner que le contre exemple en une ou deux lignes

e si la réponse est "oui" rédiger toutes les vérifications.

EXERCICE 2

On veut déterminer les fonctions h de R dans R vérifiant :
Y (z,y) € R:, h(z? — i) = (h(2))? — (h(y))?
Montrer : h(0) = 0.
Montrer : Vz € R , h(z?) = (h(z))?.
Montrer : Vo >0, h(z) > 0.
Montrer : Vo <0, h(z) <0.

Montrer que h est impaire.

A

quelles sont les valeurs possibles pour h(1) ?
2. Montrer ¥ (u,v) € R? | h(u +v) = h(u) + h(v) .
(on pourra commencer par le cas ot u > 0 et v <0 )

3. Montrer que h est croissante sur R .

e Montrer Vt € R,Vn € Z , h(nt) = nh(t)
e calculer en fonction de k(1) , la valeur de h(z) pour z € Q
5. Soit & un réel. On pose pour tout n € N: z,, = 107" E (10"x) et y, = 107" (1 + E (10"z)) .
Montrer Vn € Nz, <z <y,

Déterminer la limite des suites (z,,) et (yn)

6. Déterminer les fonctions i de R dans R vérifiant <V (z,y) € R?, h(z® — 3?) = (h(z))® — (h(y))?



PROBLEME

R est ’ensemble des nombres réels et n un entier naturel.
Dans la partie A, on établit quelques résultats préliminaires qui pourront étre utilisés dans les trois parties suivantes.
les trois parties B,C,D sont indépendantes.
. o i Ny ()
Les parties B et C calculent de deux facons différentes la somme de la série Z(fl)"i
n=2

introduite au A

La partie D détermine un équivalent du reste de cette série.

Partie A.

n

e

1. Pour n > 1, on pose : u, = < ) —1In(n). Etudier la nature de la série Z(unﬂ —uy). en déduire que la suite (uy,)n

k=1
converge. On note v sa limite.

2. Pour z élément de ]0, +o00[, on considére 1’application h, de ]0,4o0[ vers R définie par :

In(t
ha(t) = 20
t.L‘
1. Déterminer le tableau de variation de h,;.
2. Déterminer la concavité de h,
n+1 n
t 1 1 In(¢
3. Justifier les inégalités : Vn > 3, / # dt < n(n) et Vn >4, n() < / % dt.
n n n n—1

est convergente mais qu’elle n’est pas absolument convergente.

1
4. Prouver que la série Z(—l)" n(n)
n

n>2

= In(n)
On pose : S = Z(—l "
n=2
Les trois parties qui suivent sont indépendantes 'une de I'autre.

n

Partie B.

Pour n > 3, on pose

Z kln . zn: ln(k)7 o=t — (In(n))?

k=1
1. Utiliser les inégalités établies en question A.3 pour démontrer que :
o la suite (an)n>3 est décroissante

o La suite (a,),>3 converge.

> (2). en déduire une expression de Ss, ou figurent a,,, ag, et u,.

?r\H

2. Montrer que Vn > 3, So, = t, — ton, + (Z

3. Calculer HI_P San, (on exprimera cette limite en fonction de v et de In(2)).
n—-1+0oo

4. Déterminer S.

Partie C.
+o0 1
On note F' I'application de |1, 4o0[ vers R définie par F(x) = —.
n
n=1

Pour n > 1, on consideére les applications vy, et w, de [1,+oo[ vers R définies par

1 1 1 ntlg
n(@) = — — —— et wy(z)= — — —dt
vp () R P et wy(x) = /n =



. Montrer que Yz > 1, W(z) = F(x) +

. Exprimer v/,(x) en fonction de hy(n) et hy(n +1).

Montrer que la série de fonctions Z vy, est normalement convergente sur [1, +oo].

. Pour n > 1, expliciter w,, et montrer que w,, est continue sur [1, +o0].

Montrer que Vz > 1, Vn > 1, 0 < wy(z) < v,(z).
+oo
On considére la fonction W définie par W = Z W, -

n=1

Démontrer que W est définie et continue sur [1, +00[.

1
1—z

1
Calculer lim (F () + 1) (on exprimera le résultat en fonction de ).
rz—1 — T

-1 n—1 +oo
4. Pour n > 1, on considére lapplication ¢,, de ]0,4o00[ vers R définie par ¢,,(x) = % et on pose ¢ = Z o,
0
n=1
. Montrer que ¢ est définie sur [1, +o0] .
+oo
Exprimer ¢ a l’aide de Z Vo, - En déduire que ¢ est continue sur [1, +00]

n=1

3. Montrer que ¢ est de classe C' sur |1, +o0l.

4. On admettra que , en s’inspirant du 4.2 , on peut montrer que ¢ est de classe C' sur [1,4o00[ et que ¢’ s’y calcule

par dérivation termes a termes.
. 12 L.
Exprimer ¢'(1) sous forme de somme d’une série.

5.

1. Etablir que : Vo > 1, ¢(z) = (1 — 2'7%)F(x).

2. Déterminer un développement limité de 1 — 217® a 'ordre 2 au voisinage de 17, puis un développement limité de

¢(x) a l'ordre 1 au voisinage de 17.
SISk
3. Calculer Z et retrouver la valeur de S
n=1
partie D
Soit (un), ey un suite de réels vérifiant:
e i)VneN,u, >0
o (i) lim (“"“) =1
n—>+o0o Unp,
e (iii) la suite (uy) décroit vers 0
i (IV) VneN ; Un42 — Un+1 > Unp4+1 — Up
+oo
1. Montrer que la série Z (—=1)" u,, converge .On pose R, = Z (—l)k U,
k=n
2. Montrer
—+o0
vneN ) ‘Rn| + ‘Rn+1| = Uy et ‘Rn| - ‘R77.+1| = Z(_l)p (un+p - un+p+1)
p=0

3. En déduire la monotonie de la suite (|R,|)



4. Montrer
Un—1

Un
VneN, — <|R,| <

En déduire que |R,| ~4oo u?n

+oo
In(k
5. Donner un équivalent si n tend vers 400 de Z(—l)k nl(€ )

k=n




