CALCUL MATRICIEL

1. STRUCTURE:

1.1. Définition

Une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est une application de {l..n} x {1..p} dans K
(’L,j) — My 5.

On la représente sous forme d’un tableau de n lignes et p colonnes

m; ; figurant & l'intersection de la ligne ¢ et de colonne j

On note M, ,(K) 'ensemble des matrices & n lignes et p colonnes. et M, (K) = M, ,(K).Un élément de M, (K)
est dit matrice carrée.

1.2. Vocabulaire

Une matrice colonne a une seule colonne M € M, ;(K)
Une matrice ligne a une seule ligne: M € M ,(K)
Une matrice carrée M est
diagonale si V(i,j) € {1,..,n}* i #j=>m;; =0
triangulaire supérieure si V(i,j) € {1,..,n}?,i>j = m;; =0
triangulaire inférieure si V(i, j) € {1,..,n}*,i <j=m;; =0
symétrique si V(i,j) € {1,..,n}*,m;; =m;,;
antisymétrique si V(i,5) € {1,..,n}*,m; ; = —m;,; (on a donc Vi € {1,--- ,n},m;; =0)

1.3. Régles de calculs:

Produit externe:vYA € KVM € M, ,(K) N =AM < V(i,j5) € {1,..,n} x {1,..,p} n;; = Am, ;
Addition:V(M,N) € M, ,(K)? S =M + N & V(i,5) € {1,..,n} x {1...p} sij =mij+ni;

Structure:Muni de ces deux lois M, ,(K) est un espace vectoriel de dimension np. Une base est constituée des
matrices ayant un coefficient égal & 1 et tous les autres nuls. La matrice ayant un seul 1 ligne 7 colonne j est en
général notée F; ;

Produit interne V M € M, ,(K),YN € M, ((K),P = MN < V(i,j) € {1...n} x{1...q} pij = > h_1 Miknp;
structure:Muni de 'addition et de la multiplication interne M, (K) est un anneau .

de plus VA € K, VM € M, ,(K),YN € M, (K) : A\(MN) = (AM)N = M (AN)

DANGER:la multiplication n’est pas commutative: en général MN # NM.Il faut par exemple étre
prudent avant d’écrire le binome de Newton:

théoréme:Soient M et N deux matrices telles que M N = N M alors pour tout entier n :

(M+N)" =Y CEMFN"F =% " CrkMmFN*
k=0 k=0

groupe linéaire : L’ensemble des matrices inversibles se note G L, (K).

1.4. Transposition
Soit M € M, ,(K) la transposée de M est la matrice N de M, ,(K) vérifiant
V(Z,j) € {1, ..,TL} X {1 .. .p}mm =MNj;-

La transposée se note ‘M.
La transposition est un isomorphisme involutif d’espace vectoriel et {(MN) = 'N tM .
Une matrice est symétrique (antisymétrique) si et seulement si M = 'M (— 'M)

2. MATRICE ET OUTIL DE REPRESENTATION :

2.1. Matrice d’un vecteur:

Soit E un espace vectoriel muni d'une base B = (b;)"_,.Si z = >, x;b; est un vecteur de E la matrice de =
est le vecteur colonne des coordonnées de x: M = Matg(z) & M € M, 1(K) et m; 1 = x;

2.2. Matrice d’un systéme de vecteurs

Soit E un espace vectoriel muni d’une base B = (b;)}_;.X = (%‘)?:1 une famille de vecteurs. La matrice de X
dans B (Matp(X)) est la matrice n x p dont les colonnes représentent les coordonnées de z; dans B:
Si M = MatB(X) Tj = Z?:l mmbi



2.3. Rang

Le rang d’une matrice est le rang de ses vecteurs colonnes.

Le rang est conservé par multiplication par une matrice inversible.

Une matrice n X n est inversible si et seulement si son rang est n.

Le rang d’une matrice est égale & celui de sa transposée.

Le rang peut se calculer par Pivot de Gauss sur les lignes (et ou les colonnes)

toute matrice M € M,, ,(K) de rang r se décompose sous la forme M = P J,.Q avec P € GL,, (K) , Q € GL, (K)
et J. € M, ,(K) ayant r coefficients égaux & 1 sur la ”diagonale” et des 0 ailleurs:

jk;lzlsilgk:lgr
Jk,1 = 0 sinon

Jr = (jk’,l)v{

2.4. Cas d’une base

Si C est une base de E M = Matp(C) est la matrice de passage de B & C.(matrice de changement de base)
Formules:Matp(C) = Matc, p(Id)

Matp(v) = Matg(C)Matc(v)

Matp(X) = Matg(C)Mate(X)

Matp(C) est inversible et Uinverse est Matc(B)

2.5. Matrice d’une application linéaire

Soient E et F' deux K espaces vectoriels de dimensions p et n munis des bases respectives B = (bj)§:1 et
C' = (¢;)};.La matrice de f dans ces bases est la matrice M = Matp c(f) = (m; ;) telle que la colonne j
représente les coordonnées de f(b;) dans (¢;).

fb5) = mijei.
i=1

Théoréme:L’application qui & f associe Matg,c(f) est un isomorphisme de L(E, F) sur M, ,(K).
La matrice du composée est le produit des matrices.

formule: Soient F et F' deux E.V. munis de bases respectives B et C six € E et f € L(E, F) alors
Matc(f(x)) = Matp,c(f)Matp(x)

Dans le cas d’un endomorphisme Matp g(f) se note Matg(f)

2.6. Noyau et image d’une matrice:

[ls sont définis par analogie avec I’application linéaire associée de KP dans K" munis de leurs bases canoniques:
Ker(M) ={X e M1 (K),MX =0}

Im(M) = {Y € My (K),3X € M, (K), MX =Y}

Le noyau et 'image se déterminent par Pivot de Gauss sur la matrice.

3. SYSTEME LINEAIRE:

3.1. Définition

Soit f € L(E,F) et b € F.On appelle systéme linéaire I’équation d’inconnue z (€ E) f(z) = b.Le rang du
systéme est celui de f

3.2. Forme matricielle

Si M = Mat(f) B= Mat(b) X = Mat(z) le systéme devient M X = B . Le rang du systéme est celui de M

3.3. Notation explicite

P
Vie{l...n} me‘w.f — b,
j=1



3.4. Systéme de Cramer

Un systéme est dit de Cramer si et seulement si M est inversible. Son rang est donc p = n.
1 existe alors une solution unique M ~'B

3.5. Systéme homogéne

Un systéme est homogeéne si et seulement si B = 0.

L’ensemble des solution est alors un espace vectoriel de dimension p — rg(M)

3.6. Cas général

Si un systéme linéaire f(z) = b admet une solution z( alors ’ensemble des solutions est un sous espace affine de
—

direction I’espace vectoriel des solutions du systéme homogene f(x) = 0 (I’ensemble des vecteurs ,x = 29+ 1y ,

y décrivant I'espace vectoriel des solutions de f(y) = 0 )

3.7. Additivité des solutions :

Si les deux systemes f(z) = by et f(x) = by admettent des solutions . Toute solution du systéme f(z) = by + bo
est obtenue par addaition d’une solution de f(x) = by et de f(z) = bo.

attention : le systéme f(xz) = by +bs peut avoir des solutions alors que ls systémes f(x) = by et f(x) = by sont
impossibles.

3.8. Calcul pratique:

Pour résoudre on utilise un pivot de Gauss sur les lignes. En effet les opérations élémentaires du pivot de Gauss
permettent de transformer le systéme initial en un systéme ”trapézoidal” équivalent et facile a résoudre:
A Tordre des variables prés tout systéme linéaire est équivalent a un systéme

m11T1 + M1 2T2 + M1 323 + - M1 pTp + M1 pt1Tp+1 T+ M1 Ty = a1
Mg 2T + M2 33+ -+ M2 pTp + M2 pt1Tp+1 + -+ M2 nTn = a2

Mg,qTq + "+ Mg pTp + Mg p1Tpt1 + -+ Mgl,nTn = Qg avec Vim;; # 0
0= ag1
0=a,
Le systéme est alors compatible si et seulement si g1 =---=a, =0.

On peut alors résoudre le systéme en exprimant 1 - - - z, (les inconnues principales) en fonction de (zg41 - zp)
les inconnues secondaires ( ou inconnues parameétres) et des (aj)];:l
Pour les systémes 2 x 2 ou 3 x 3 l'utilisation de déterminant permet de savoir si le systéme est de Cramer et de

le résoudre dans ce cas . Si le systéme n’est pas de Cramer il faut revenir a un pivot de Gauss sur les lignes.

3.9. Calcul de l’inverse d’une matrice:

Pour calculer l'inverse d’une matrice on utilise la relation :MX =Y < X = M~'Y . On prend deux matrices
colonnes X = (x;) et Y = (y;) , on pose le systéme linéaire M X =Y et on le résout . On en déduit M~ .

4. MATRICE PAR BLOC:

4.1. notation:

Pour noter une matrice M € M,, ,(K) on peut utiliser une présentation en explicitant , non pas les coefficients
de M , mais des sous matrices particuliéres de M.

0, I,
0, Oy,

lsijg=1+n

Par exemple ma matrice M = ( .
0 sinon

) désigne une matrice 2n x 2n telle que m; ; = {

4.2. cas particuliers:

Une matrice est diagonale par bloc si et seulement si les sous matrices situées en dehors de la diagonale sont
toutes nulles et si les blocs diagonaux sont carrés.

Une matrice est triangulaire supérieure (respectivement inférieure) par bloc si et seulement si tous les blocs
strictement en dessous (resp au dessus) de la diagonale sont nuls et si les blocs diagonaux sont carrés.



4.3. calcul par bloc:

On admet que les formules de calculs sur les matrices par blocs sont -sous réserve que la taille des blocs soit
compatible- les mémes que pour les matrices définies par leur coefficients. Dans 'exemple ci dessus M2 = 0sy,.

4.4. rang:

Si M est diagonale par bloc alors le rang de M est la somme des rangs des blocs diagonaux.
Sous réserve que les matrices blocs soient de méme taille on peut échanger des lignes (des colonnes) par blocs
sans changer le rang. On peut aussi ajouter & un bloc une combinaison linéaire des autres.

4.5. matrice par bloc et sous espace stable:

Théoréme:Supposons que u € L(E) et que F est stable par u. Donnons nous une base (e, ...e;) de F' que 'on
complete en une base e = (eq, ..., €p, €pt1, ..., €n) de E. La matrice de u relativement & cette base est de la forme

A B
0) D
oul A est une matrice carrée d’ordre p et égale a la matrice de ujp relativement a la base (e1,...,e,) de F'.

Réciproquement toute matrice carrée du type précédent est la matrice d’un endomorphisme pour lequel ’espace
vectoriel engendré par les p premiers vecteurs de base est stable.

Théoréme:Si F = @;j E; et u est un endomorphisme de E pour lesquels les E; sont stables, la matrice de u
dans une base adaptée a cette décomposition est de la forme :

A (0) .. 0)
(0) Ay (0) (0)
(0) (0) A (0)

0)

—

o

=

/N . .
S

S—
—

é};

et réciproquement. Et si on appelle u; 'endomorphisme induit par u sur Ej, A; = mat s, (u;) ot Bj est la base
de F; qui correspond & la base de E adaptée & la décomposition.

5. MATRICES SEMBLABLES:

5.1. changement de base:

Soit f € L(F).On suppose F muni de deux bases By et By Alors:

Mat32 (f) = Math (Bl)MatBl (f)MatBl (BQ)

5.2. vocabulaire:

Deux matrices M et N sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans deux
bases différentes.

5.3. propriété:

C’est une relation d’équivalence sur I’ensemble des matrices carrés.

deux matrices semblables ont méme rang (...et méme trace , méme déterminant , mémes valeurs propres)
mais il n’existe aucune réciproque.

5.4. critére:

M et N sont semblables si et seulement si il existe une matrice carrée inversible P telle que

M = PNP!

5.5. pratique:

Pour montrer que M et N sont semblables dans M., (K), on se place dans K™ muni de sa base canonique (e;)}-_,
on prend f l’endomorphisme de matrice M et on cherche a déterminer une base telle que la matrice de f dans
cette base soit N.P est alors la matrice de changement de base. On choisit en général pour N la plus simple
des deux matrices (diagonale , triangulaire , & défaut celle ayant le plus de zéros)



6. TRACE:

6.1. trace d’une matrice:

La trace d’une matrice carrée est la somme des termes diagonaux:

VM = (m; ;) € Mn(K), Tr(M) = me
i=1

6.2. propriétés:

- la trace est une forme linéaire non nulle: Tr € £ (M,, (K),K)
(M, N) € Mp(K)2, Tr(MN) = Tr(NM)

6.3. trace d’un endomorphisme:

Théoréme:la trace de la matrice d’'un endomorphisme est indépendante de la base de calcul.
définition:Cette quantité est appelée trace de I’endomorphisme .

propriété:c’est une forme linéaire telle que Tr(f o g) = Tr(go f)

projecteur: Le rang d’un projecteur est égal & sa trace.



