Remarque : le début des parties 2 et étudie une décomposition en "éléments simples" d’une fraction dans un cas particulier
avec des racines multiples. c’est a dire dans un cas ou l'interpolation de Lagrange n’est pas utilisable.

Remarque : on ferra attention aux notations pas tout o fait usuel. L’indéterminée des polyndmes et des fractions rationnelles
est notées x .; la notation X représentant une matrice.

PARTIE 1

1. Le sujet demande de montrer le théoréme de division euclidienne.

e existence : On fait une récurrence forte sur le degré de g :
— sid°(g) <2,q=0,f = g est solution

n

— si la propriété est vraie pour tout polynome gg de degré < n —1 . alors soit g = Z gnx™ un polynome de degré
k=0
n . on prend gy = g — gnz" >P(z) . On obtient un polynoéme de degré < n — 1 qui se décompose gy = Pqo + fo
, fo€ Cy[X] et alors g =P (gn:z:"73 + qo) + fo . D’ou lexistence de la décomposition.
e unicité : si on a deux décompositions g = Pq+ f = PQ + F avec les conditions de degré alors P(¢— Q) = F — f et
le degré donne d°(¢ — Q) < 0 et comme on a un polynéme ¢ — Q = 0 donc ¢ = Q puis f = F

Vg € CIXT],31(q, f) € CIX] X Co[X] , g = Pq + J]

2. Soit m € C. On pose Q(z) = P(x) — P(m). Comme Q(m) = 0, le polyndéme z —m divise Q(z)dans C[X]
(le quotient) tel que Q(z) = (z — m)f(z). Si on regarde le degré d (P) = 3 donc d°(f) = 2

P(z) — P(m)

il existe f(z)

= f(x) est un élément de Cy[X]

3. question de cours sur les polyndémes matriciels:
e o(1)=1.1
e On vérifie que ¢ est linéaire

e Puis par bilinéarité (a justifier) que comme X*X7 = X7 on a p(A) o yp(A) = () (A)

[pest morphisme d’algébre de C[X] dans M3(C)|

PARTIE 2

1
1. Comme deg(f) < 2, le théoréme de Taylor donne f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + if"2(a)(x — a)?, donc en divisant par
P(z)
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2. D’apres 12 on sait que f(z) = w est un polyndéme de degré 2 que I'on peut calculer:
P(z) = P(m) = (z-a)’—(m—a)’
= ((z—a)=(m—a))((z—a)’ + (z—a)(m —a) + (m — a)?)
= (z-m)((z—a)*+ (z —a)(m—a) + (m — a)?)
donc :
PEIZPI) _ (4o 1 (2~ a)m — ) + (m — a”

et en divisant par P(z) = (z — a)>:

f(x)—m—a27 m—a
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1. Le calcul donne ®x () = (1 — z)3. La matrice X admet 1 pour unique valeur propre. Si X était diagonalisable, X
serait donc semblable & donc égale & I , absurde :

La matrice X n’est pas diagonalisable.

Le calcul donne : [(X —1)” =0

2. Le calcul donne det (X —mI) = (1 —m)3 donc X — mI est inversible si et seulement si m # 1.

On suppose donc que m # 1. Nous considérons le polynome :

(2 — 1) = (m — 1)°

xr—m

flx) =
Ona (x—m)f(z) = (x—1)> — (m —1)3, donc, en utilisant 1.3 (avec A = X),

(X—m)f(X)=(X -1 -(m—-13T=—-(m—-1)3>1I

-1
mf(X)

Or 2.2 (avec a = 1) donne, aprés multiplication par P(z) = (z — 1)3,

don(X —m)~ !t =

F(@) = alm, 1) + Bm, )z — 1) +(m, 1)(z — 1)

d’ou:
f(X)=a(m,1) I+ B(m,1)(X —1I)+ym,1)(X —I)?

et finalement :

(X —m) ! = 1_1m17 (1_1m)2(X—I)+ !

e

PARTIE 3

1. Soit f(z)un polyndome de degré < 2. On veut donc décomposer
f(x) = a1 f(a)(@ —b) + (B1f(a) + B2f'(a) (x — a)(z — b) + 7, f(b)(z — a)?

Une analyse , synthése doit étre possible mais la vérification ne me semble pas simple. je préfére montrer Iexistence
d’une décomposition puis la calculer:

On vérifie que (z —b), (x —a) (x —b), (x — a)? est une base de Co[X] :

e la famille a le bon cardinal

e elle est libre : si pour tout  A(z —b) + B(z — a)(x — b) + C(x —a)? =0, alors 2 = a donne A =0 (car b # a) ,
puis £ = b donne C' =0 et donc B =0

e On peut donc décomposer f(x) = A(x —b) + B(z — a)(xz — b) + C(z — a)? et alors :

— x =a donne A = f(a)
a—>b
_ _ [
— x=>bdonne C = b —a)
— puis on regarde et dérive : ,
flz) (z—a)
x—b_A+B(x_a)+C(x—b)
fone (0= b)f'(@)— /@) 2e — ) —b) — (z - )
@-vp  OtC EEDE

la valeur en x = a donne :
(a—1b)f'(a) — f(a)
(a—0)?

B =

Finalement :

f@) 1 fla) | —wwrl@tagf@ 1 )
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2. Soit g un polynome (quelconque) de C[X] . On applique la division euclidienne du 1.1 :
g=Pq+ [ avec ¢ C[X] et feColX]

d’oll on déduit :

Comme g = Pg+ f et P(a) = P(b) =0on a g(a) = f(a) et g(b) = f(b).
Mais comme a est racine double de P en dérivant : ¢’ = P'q + Pq' + f' et donc ¢'(a) = f'(a)
De plus f € Cy[X]donc on déduit de 3.1 que

o0) e L _o@ — G 9(a) + 59'(a) L1 W)
Pz) ! (@a—b) (@ —a)? (z—a) (b—a)lz—b
3.
1. Le calcul montre que le polynome caractéristique de X est ®x(z) = (2 — z)(z — 1). Les valeurs propres sont donc
2, de multiplicité 1, et 1, de multiplicité 2. Comme
-2 1 9
X-I=| -4 2 12
0 0 1
le rang de X — I est égal & 2 donc la dimension du sous-espace propre Fjassocié & la valeur propre lest égale a
1 < 2 (ordre de multiplicité de la valeur propre 1) : La matrice X n’est pas diagonalisable.
Le calcul donne : (X — I)*(X —2I) =0
2. On applique 3.2 avec g(z) = 2", a = let b=2:
™ — g(2) 1 +—1—n+ 2
Py ™M T @12 w—a) z-0
On a donc 2™ = P(2)q(x) — (z —2) — (n 4+ 1)(z — 1) + 2"(z — 1)®. En passant aux polynomes matriciels et en
utilisant P(X) = 0, on obtient : X" = —(X —21I) — (n+ 1)(X = I)(X — 2I) +2"(X — I)®> et avec n = 1995
X% = —(X —21) — (1996)(X — (X —21) + 2" (X — 1)?]
4.

1. Le calcul montre que : X*(X —1I) =0

2. le calcul donne det(X —mI) = m?(1 —m) donc X — mest inversible si et seulement si m ¢ {0,1}.

P(z) — P(m)
r—m
utilisant les résultats de 3.1 avec a = 0, b = let f(x) = 2 + (m — 1)z + m(m — 1), on obtient :

3. On suppose que m ¢ {0,1}. On pose P(z) = 2*(x — 1)et f(z) = =22+ (m— 1)z +m(m—1). En

f@) md-m) 1-m? m?
P(x) x? x + xz—1

et donc
fx)=m1—m)(z—1)+ (1 —mHa(z — 1) + m?2?

Comme (x —m)f(z) = P(x) — P(m)et P(X) =0 on a l'égalité
(X =m)f(X) =—P(m)

donc, puisque P(m) = m?*(m — 1) # 0:

X)) —fX)
(X =m)™= = P(m) m?(m—1)
et par suite : )
(x-mpt =D A ey



