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CONCOURS D'ENTREE A l  1995 

Epreuve de MATHEMATIQUES II 

Durée 2 Heures 

(Tolu les candidats) 

L'usage des calculatrices est interdit. 

On s'attachera à la clarté des démonstrations ainsi qu'à leur rigueur. 

On encadrera les différents résultats. 

Notations : 

C [XI représente l'algèbre des polynômes de la variable x h coefficients complexes. 
C2 [XI représente l'espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à 2 . 
Selon l'usage courant, on identifiera polynôme et fonction polynômiale. 
N3 (C) représente l'algèbre des mamces (3,3) B coefficients complexes. 

I = I , =  O 1 O [: ,O p1 
I 

1. Soit P (x) = x3 + a x2 + p x + y E C [XI.  

1.1 Pour tout polynôme g de C [XI , montrer qu'il existe un et un seul couple de 
polynômes (q , f) de C [x]  tel que 

g = P  x (1 f f 

{ f C 2 b I  
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1.2 Soit le paramètre complexe m , montrer que '('1- '(ml 

1.3 Soit une matrice fixée A de N3 (C) ; 
A tout polynôme g (x) = a0 + al x + a2 x* + . . . + an xn , on fait correspondre la matrice 
g ( A ) = a o I + a ~ A + a z  A2+ . . .+ anAn. 
Montrer que l'application cp : c [XI + f i 3  (c) 

est un ClCment de C2 [XI . 
x - m  

g (4 H g(A) 
est un homomorphisme d'anneaux 

C'est dire ( l )  = I 

(g, 7 g2) E (c 

I I  

2. On suppose dans toute cette partie que P(x) = (x -a)' (où a €  C) 

2.1 On note f (x) un élément C2 [XI montrer que l'on peut Ccrire : 

où a p , y , sont trois complexes que l'on dCterminera. 

oii m est un paramètre complexe. Montrer que l'on peut P(X) - P(m) 2.2 Soit f (x )=  
écire : x - m  

-- f(x) - a ( m 7 4  + P ( m 4  +- y(m,a) 
P(X) ( ~ - a ) ~  (.-a)' x - a  

où a (m , a) , P (m a) et y (m a) sont trois expressions simples que l'on dCterminera. 

2.3 Soit la matrice 

x=[! ; 3 
2.3.1 Calculer les valeurs propres de X ; est ce que X est diagonalisable? 
Calculer (X - I )3 .  

2.3.2 Pour quelles valeurs du paramh-e m , la matrice (X - m I) est-elle inversible? 
Dans ce cas prouver l'égalité niatricielle : 
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3. On suppose dans toute cette partie que : 

P (x) = (x - a);! (x - b) (où a et b sont des complexes distincts). 

3.1 On note f (x) u n  Clément de C2 [XI , montrer que l'on peut 6crire : 

-- f(x> - a1 f(a> + P I  fb) + P z  f'b) + YI f(b) 
P(X> (x-a)'  x - a  x - b  

oh ai , PI , P2 , YI sont des.coniplexes àdéterminer. 

( Pour calculer PI et P 2  il  peut être intéressant de dériver - f(x) ) 
x-b 

3.2 Soit g (x) E C [XI , montrer que l'on peut écrire 

où a; 9 ' 9 Y; 9 sont descomplexesAdéterminer,et q(x) est unpolynômequel'on 
ne cherchera pas à calculer. 

3.3 Soit la matrice 

3.3.1 Calculer les valeurs propres de X ; est-elle diagonalisable? 

Calculer ( X  - 11' x (X - 2  11 . 

3.3.2 En exploitant les résultats précédents, exprimer XI995 comme combinaison 

linéaire de X - 2 I , (X-1) x (X-2 1) et (X - I)2. 
# 

3.4 Soit la matrice .;rr 3 _il 
[: : :J 

3.4.1 Vérifier que : 

( X - I ) X X 2 =  O O O 

3.4.2 Pour quelles valeurs du param&re m la matrice (X - m 1) est-elle inversible? 
On prendra, dans la suite, m vérifiant cette condition. 
3.4.3 Soit P(X) = x2  x (x - 1) et f(x) = P(X) - P(m) 

Donner la décomposition en Cléments simples de la fraction rationnelle - f(x) 
x - m  

En déduire ( X  - ni [)-' en fonction de (X - 1) et X . P(X) 


