
CONCOURS D'ENTREE A - 2003 

EPREUVE de MATHEMATIQUE 2 

Durée 2 heures 

(tous les candidats) 

L'usage de la calculatrice est interdit 



Dans tout le problème n est un entier supérieur ou égal à 3. 
On notera O ,  la matrice nulle de M ,  (C) et 1, la matrice identité. 
Dans l’espace vectoriel Cn[X]  on notera B, 13, base canonique B, = (1, X, X2, . . Xn) 
Dans tout le problème on considère l’application f, qui àtout polynôme P E C, [ X ]  associe le poiynôme 

x2 - 1 
f n P )  = 2 P,’ - XP‘ + P 

PIXELIMNAIRJ3 
Montrer que f n  est un endomorphisme de & [XI . 

PR,EMEFiE PARTIE1 
étude si n = 3 

Dans toute cette partie on étudie le cas particulier n = 3 

1. Ecrire la matrice M3 de f 3  dans la base B3 . 

2. Déterminer une base du noyau de f 3  puis m e  base de l’image de f 3  . 

Ces deux sous espaces vectoriels sont-ils supplémentaires? 

3. Montrer que f3 est u n  projecteur . 

f3 est -il un endomorphisme diagonalisable de C3 [XI? 

DEUXIEME PART’IE 
étude si n = 4 

Dans toute cette partie on étudie le cas particulier n = 4 . 

1. E,crire la matrice f?14 de f4 dans la base B4 . 

2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f4. 

f 4  est-il diagonalisable ? 

3. Montrer qu’il ekste deux matrices A et B vérfiant: 

M 4 = A + B  
A2 = A 
B2 = 3 B  

A B = B A = 0 4  

Déterminer le rang de A et le rang de B. 

4. Montrer que pour tout entier naturel n > O ,  la matrice Ad; est combinaison linéaire de A et B et 
déterminer les scalaires a, et p, tels que iV! = a,A + @,B 

TROISIENE PARTIE 
étude de j, pour n 2 5 

1. Montrer que si P est élément du noyau de f n  dors d”(P) 5 2 . En déduire le noyau de j, . 

2. Montrer que (f,(l), f n ( X 3 ) ,  f,(X4), . . . fn(P)) constitue une base de l’image de f n  

3. Déterminer les valeurs propres de f, . f ,  est-il diagonalisable ? 



4. Soit q51 et q52 deux applications linéaires de @.,[XI dans C . On suppose q51 et q52 non nulles et non 
proportionnelles. 

Montrer dim(ker(q51)) = dirn(ker(q&)) = n 
Montrer que dim(ker(q5,) n ker(d2)) = n - 1 

5. Soit Q un polynôme de @,[XI 

0 Montrer que si Q = f,(P) alors : 

Q =- 
2 

6. Soit Q = f,(P) un polynôme de Im(f,). 

Déterminer deux suites ( ~ k ) ~ ~ ~  et d'entiers tels que PO& tout entier k 2 O : 

QUATRIEME PmTIE 
étude des racines des polynômes propres. 

Dans toute cette partie X est une valeur propre de f, et S est un polynôme de degré p 2 O vérifiant 
f&S) = AS 

1. Exprimer X en fonction de p . 

2. On suppose dans cette question p 5 3 . 

0 Montrer que X est égal à O ou à 1 . 
0 Déterminer alors tous les polynômes vérifiant fn(S) = AS. 

3. On suppose désormais p 2 4 

0 Montrer que X > 1 

0 Montrer que S( 1) = S'( 1) = O 
0 On suppose S" (1) = O montrer wc 2 3 s(')(I) = O 
0 Montrer que 1 est racine double de S. 
0 Montrer que -1 est racine double de S 
0 Calculer S si p = 4 

4. On suppose désormais p 2 5 et on considère le polynôme T = S( -X) 

0 Exprimer fn(T)  en fonction de T. 
0 En déduire que si p est un entier pair alors S est un polynôme pair. 

0 Montrer que si p est un entier impair alors O est racine de S. 
0 Calculer S si p = 5. 

5. Montrer que si zo est une racine de S autre que -1 ou 1 alors zo est racine simple de S. 


