TD 19 :EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1. REFLEXION SUR LE COURS

1. Déterminer les solutions réelles de I’équation différentielle :

x
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2. Soit f continue sur [0,1] . Montrer par variation des constantes que toute solution de y” —y = f

s’écrit : . )
(A + %/0 e_tf(t)dt) e’ + (B — %/0 etf(t)dt) e "

montrer qu’il existe une unique fonction C?([0,1],R) vérifiant :
vy —y=1,90)=y(0),y1)=-y(1)
3. Soit ¢ une fonction continue intégrable sur R . On considére I’équation différentielle sur R™.
(E):y" +qy=0

1. Soit f est une solution bornée

e montrer que f'(z) = f'(0) — [ q(t)f(t)dt

e En déduire que [ admet une limite si z tend vers oo .cette limite est notée .
e Montrer que si [ > 0 , alors lim, (f) = +00

e Montrer que [ est nulle.

2. Soit fi et fo deux solutions bornées de (£).
calculer W’

Montrer que le Wronskien de f; et f5 est nul .

3. En déduire que (E) admet des solutions non bornées

4. Soit F 'espace vectoriel des suites complexes bornées.

On définit sur £ ¢ ((un),en s (V0n)pen) = Donco 2 Un-Un -

e Montrer que ¢ est un produit scalaire sur £ .

e calculer la norme de la suite constante : Vn , u, = a

e Soit Uy = (Ugn),cy la suite définie par ugy =1, up; = 0 si j <> k (Uy est la suite ayant un et
un seul coefficient égale a 1 : le k-éme , tous les autres étant nuls)

Montrer que (Uk)k]\[:0 est une famille orthogonale. Déterminer A\, € R™ pour que (A\;Uy) soit une
famille orthonormale.

e Soit F' le sous espace vectoriel des suites stationnaires .
Montrer que pour tout k& , U, € F
Soit V' = (vp),,cy une suite de E vérifiant VE ¢ ((V,Uy)) = 0 , montrer que V' est la suite nulle.

e Montrer F- =0. at-on FG F-=FE?



2. EXERCICES

1. Résoudre (y est une fonction de t )

¢ y” ty= cosl(t)

oy —2+y=2
2. Résoudre sur |—1, 1[en cherchant d’abord des solutions polynomiales:

(1—m2)y” —xy’—kyz()

Rep Az + pv1 — a?

3. Reésoudre les équations . (A chaque fois vérifié que ¢ est une solution particuliere de 1’équation
homogene)
o 2%y + 3wy +y=4z , ¢(x)=1/x
e y sin(z)? — 2y = 0 sur |0, 7| , ¢(z) = cot an(t)
o (" +3)y" —3(e"+2))y + (2" +3)y =0 ¢(t) = e™

4. Soit I’équation :
Y +py +qy=0

On s’intéresse aux racines des solutions de cette équation .

1. Soit f une solution non nulle de cette équation et o une racine de f dont on suppose I’éxistence .

e montrer f'(a) #0
e En déduire qu'il existe e > 0 tel que pour 0 < |z — | <e, f(x)#0

2. On suppose qu'il existe un autre racine b > a.Montrer que I'ensemble {b > «, f(b) = 0} admet
un plus petit élément noté

3. On suppose maintenant avoir deux racines de f « et [ consécutives : donc Vz € Ja, 5[, f(z) # 0

e montrer f'(a)f'(8) <0

e Soit g telle que (f,g) soit un systéme fondamental de solutions. En étudiant le signe du
Wronskien W de f et g montrer que g admet une racine ¢ sur |a, 3|

e montrer que ¢ est unique .

5. On considére y une solution sur R de

Montrer:
) —y(0F = =2 [y O/ e e = (y'<o>2 S CEEY te%'<t>2dt)

Montrer que y est bornée sur R

6. Soient p continue , impaire sur R et ¢ continue , paire sur R .

Montrer que si f et solution de ’équation y” + py’ 4+ qy = 0 alors g : x— > f(—=x) est aussi solution
de I’équation.

Montrer que ’équation y” + py’ + qy = 0 admet une base de solutions (f1, f2) f1 étant paire et fy étant
impaire.



7. Soit f une fonction continue intégrable sur [0, 4oc0].
Exprimer les solutions de y” +y = f(z) a 'aide de [ sin(t) f(t)dt et [} cos(t)f(t)dt
Montrer que toute solution de I’équation y” + y = f(z) est bornée sur [0, 00| . Montrer qu'il existe

une unique solution ayant une limite finie en +oc.
8. Déterminer les fonctions C* sur R f vérifiant 1’équation :
fl@) = f(1-2)
On montrera que f est C? sur R et que f vérifie 'équation f”(z) = —f(x).

9. On cherche les fonctions continue sur R vérifiant I'équation : V (z,y) € R? | f vty f(t)
la fonction nulle est solution évidente. On cherche les solutions non identiquement nulle . On note a
un réel tel que f(a) # 0
1. calculmer f(0)
2. Montrer que f est C'! sur R puis que f y est C™

3. Montrer V (z,y) € R? , f"(2)f(y) = f(2) /" (y)
4. En déduire 3N e R, Vo € R, f"(x) = Af(z) et déterminer f

10. Soit C* muini du produit scalaire canonique.Soient v = (1,1,1, —i) et w = (4,1, 1,14)

e calculer ||v|| et (v, w)
e déterminer une base orthonormale du plan P = Vect(v, w) puis une base orthonormale de P+

e déterminer la matrice de la projection orthogonale sur P.

n
) : ) - L Ti=n
11. Déterminez les réels (x;);_, vérifiant { %fz—l x; .
i=1Ti =

(utilisez Cauchy Schwarz)
12. Dans R* donner une base orthonormale de ’hyperplan H x +y+2z —t =0 .
13. Soit EF = R,[X] muni du produit scalaire (P, Q) = [*, PQ

(k)
On pose pour tout k € [0,n] ,P, = ((1 - xz)k>

e quel est le degré de Py

e Montrer VQ € E , (P, Q) = (—1)F ((1 — X?)*, QW)

e Montrer que (FPy)}_, est une base orthogonale de E

e Exprimer || P;|| a I’aide d’une intégrale de Wallis foﬂ/ ? (sin(t))P dt.

On en déduit [|P, | = y/52752"n!

14. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 2 . On cherche n vecteurs unitaires (u;)?
vérifiant:
Vi j llu —ul =1
e Faire la figure et interpréter géométriquement si n =2 ou 3 .
e Siu et v sont unitaires : |[u —v|| =1 < (u,v) =1/2
e Construire par récurrence une solution:Soit (ey);_, une base orthonormale de E.

— Montrer qu'il existe (u;)f_, dans Vect(e;)_, pour k =2 et 3

— On suppose construit (ul) * , dans Vect(e;)¥_; Montrer qu'il existe une solution dans Vect(e;)i'sous

la forme up 1 = A Zi:l U; + pegsq



