Le théme du produit infini est un grand classique des sujets de concours. La partie I : (exemples et convergence) est commune
a ces problémes , les parties 2 et 3 proviennent d’un sujet de CCP 1988 option TB

PREMIERE PARTIE

dans cette partie on étudie des suites numériques toutes les limites sont en n = 400

1. Pour n > ng P, =0 . Le produit infini converge vers 0
2. OnaVn>1: P, =2".le produit infini diverge
3.0naVn>1: P, =2"": le produit converge vers 0

4. On a
k [lp—i k _ [l k1

Vn>1:P, = = —
"= kl;[lk“ [ (k+1) sk n+l

k=2
le produit converge vers 0;

5. On a
n*+2n  n(n+2)

Tniyont1 (n+1)2

Pn

donc:

E+1)2 [T, (k+ 1) [T, k2 2.(n+1)°  2n+2

Vn>1:P, = ﬁ ](C(k +2) ([l ) 0Ty (42 Tt (HZI§ k) 1.2)(n+1)(n+2)  n+2
k=1

Le produit infini converge vers 1/2.
6. On remarque que :

1 _2n—|—2 1 _2n+1

V>1 _:1 = t :1— =
b =t g T T g Ty P Mm+2 2m+2

et donc
Yn>1:poy_1.p2, =1
ce qui donne :
2n+4

V >1:Pr,:1 tP = —
n =z 2n € 2n+1 on+3

La suite des termes pairs et celle des termes impairs tendent vers 1.
Le produit infini converge vers 1.

7. On a:
= K 1 1—(1/2)" .
>1:p, = — Z.
VYn > 1:p, =exp <k§1 (1/2) > exp <2 =12 de limite exp (1)
le produit infini converge vers e .

On remarquera que les exemples 2 et 3 illustre les cas ou lim(p,) # 1, les exemples 4 et 5 les cas ou u,, < 0 avec
une fois > u, diverge , puis > u, converge , I'exemple 7 le cas ot u, > 0 et > u, converge , enfin le cas 6 est un
exemple ol Y u,, ne converge pas absolument , mais >_ u, et > u? convergent.

méme si tous les cas traités ensuite ne sont pas abordés dans ces exemples , vous devez déja étre protégé d'un
nombre significatif d’erreurs. ,

2. L’hypothése implique que la suite (P,) est aussi & valeurs non nulles. On peut donc écrire :

Py
Pn—l

Pn =

le numérateur admet une limite (le produit infini) et le dénominateur admet une limite (la méme par translation d’indice)
non nulle (par hypothése) . On peut dire que la limite du quotient est le quotient des limites :

lhmnf>+oo (pn) = 1]




. Comme la suite (py,) tend vers 1 si on prend € = 1/2 dans la définition de la limite on a :
Ing , n>ng = [pp—1] <1/2

et donc :
Ing,n>ng=>p,>1/2>0

On a donc a partir d’un certain rang p, = (1 + u,) > 0 ce qui assure alors U'existence de In(1 + w,,)
On remarquera aussi que la suite (u,) tend vers 0.Ce qui justifie les développements limités et équivalent qui sont
tous au voisinage de 0

. Attention : on ne sait pas si les premiers termes de la suite sont positifs. Il faut travailler & partir du rang ng .
Soit Sy = Y p_,,, (14 ug) et m, = [[}i_,, Pk, les sommes partielles de la série - In (1 4 ug). On a :

Vn > ng : Sy, =1In(m,) , et m, =exp (Sy)

nofl nofl
On a alors P, = H Dk Ty AVEC H pi constante non nulle . Donc les suites (P,) et (7,) sont de méme nature.
k=1 k=1

e Si la série > (1 4 w,) converge , la suite (S,) converge. On note sa limite [ . La suite (m,) converge vers
exp (1) # 0 par continuité de exp sur R

e Sila suite (m,) converge vers L # 0 , alors L > 0 (car la suite est a valeurs positives pour n > ng) et donc la
suite (S,,) converge vers In (L) par continuité du In sur RT*

On a donc convergence de la série , si et seulement le produit converge et H::Ofm pr #0 .

’E In (1 = u,) converge si et seulement si [[ px converge et Hzfi i F# 0‘

. Avec les hypotheses les séries > u, et > In (1 + u,)sont & termes positifs et équivalents. Les deux séries sont de
méme nature. De plus ’hypothése ¥n > 1, u,, > 0 montre que P,, > 1. La suite (P,) si elle converge ne peut pas
tendre vers 0 .

Et donc d’aprés la question 3.1:

[SiVn > 1,u, >0: J]T(1+ ux) converge si et seulement si »_ u converge

. D’apreés les 3.1 1 + u,, est strictement positif & partir d’un certain rang

e Sila série > wuy diverge , par équivalence du terme général négatif , la série > In (1 + uy) diverge . Et donc
comme elle est & termes négatifs S,, — —oo . en prenant ’exponentiel P, — 0

e Sila série Y uy converge , par équivalence du terme général négatif , la série > In (1 4 uy) converge . Et donc
(P,) admet une limite non nulle.

Sy, diverge = [] (1 + ug) converge et [[;=5 (14 ug) =0
S uy, converge = [[(1+wuy) converge et [[,°5 (1+uy) # 0

SiVnZl,un<0:{

. Sila série Y uy, converge absolument alors par équivalence la série Y In (1 + uy) converge absolument , Elle converge
donc . Et donc le produit infini converge et le produit est non nul.

" uy, converge absolument = [ (1 + uy) converge et [[}>5 (1 + ug) # 0|

. On pousse le développement limité un cran plus loin :
1
In(1+u,) =u, — iu% +o (ui)
donc si vy = In (1 + ug) —uk on a v ~ f%ui . la suite (vg) est donc négative & partir d’un certain rang . on a donc
>~ vy converge si et seulement si Y u? converge.

Mais si Y vx converge alors Y In (1 + ug) converge comme somme de séries convergentes ; et si > vy diverge alors
> In (1 + uy) diverge comme somme d’une série convergente et d’une divergente. Donc toujours avec 3.1:

—+o0
Zui converge < ka converge < Z In (1 + ug) converge < H (14 ug) converge et H (I4+ug) #0
k=1

Si )" uy converge alors ( > u? converge si et seulement si [] (1 + ug) converge et H;;“i (14 ug) # O)




DEUXIEME PARTIE

1. On remarque que pour tout x réel et tout n € N* | g, (z) # 0 . et lim (g,,(z)) = 1 On peut donc utiliser les résultats du
1.3

On pose u,(x) = gn(z) — 1.

On a alors quand n tend vers +o0 :

T 1 x a2 1 xr  a? 1
up(x) = (eXp(n)'l—i—i)_1:<1+n+2712+0<n2)>(1_n+712+0<n2>>_1
z? 1 22 1
mﬂ+o<ﬁ)N2Vﬁ

On a donc par équivalent que Y u,(z) converge absolument et donc que la suite (G, (z)) admet une limite non nulle.

De plus tous les termes de la suites sont positifs , donc la limite est strictement positive.

n X " L
2. On a: Gn(l) _ Hk:%expk{ill/k} _ ¢ p(nJrkl:,l k)
=1k

Ce qui donne In (G, (1)) =Y p_; 1 —In(n+ 1) . la suite (G, (1)) converge vers G(1) > 0 donc v = In (G(1))

. Méme simplification au dénominateur qu’au I1.4

3.
1. ona:
Gule+1) oot 1) ﬁe%% T 114 T T !
- = z+1+k'H z :Hek H(:C'HC)H
G () i k(@) k=1 k& k=1 % k21 k=1 i TR
" 1 T | 1
= Hef vt = He? nt (x+1)
r+n+1 n+l/z+n+1
k=1 k=1
le premier terme tend vers e¢” d’aprés la question précédente , et miﬁ_l tend vers 1
. Go(z+1)\
nﬂﬂm<awm>—e‘x+”
et donc :
Fz+1) e @Gz +1) x oz Gz +1)
I'(z) (z+1) e G(xr)  x+1 G(x)
Or o o
G(z) n—>400 Gn(z)
FF:EII) —

remarque : on peut aussi utiliser S p_, + =1In(n+ 1) + v+ o(1) et donc [[}_, et = e+ = (n 4 1)e°M) ~
(n+1)

2. Partant de T'(1) =1, la relation I'(n 4+ 1) = nI’(n) donne par une récurrence évidente:

Mn>1,T(n)=(n-1)]

et donc

Gl =l
TROISIEME PARTIE

1. Vérification immédiate.(remarque S,, est un polynome de Lagrange)



2. Pour s’approcher des parties précédentes on remarque que:
22 — 22 n 22
S"@)Hwﬂ(lw>

On peut donc poser p,(z) =1— ng—; et up = — . Comme lim (p,) = 1 on peut étudier le produit infini [, px(z)

avec la partie 1.

x
n2m?

e Si x = km est un multiple non nul de 7 alors py; () = 0 et donc 125 pe(z) =0

e Sinon on peut appliquer le 1.3 et > u,(x) converge (série de Riemann ), ce qui assure la convergence du produit
infini vers une valeur non nulle.

3. 1. siz=0onapour tout n, S,(0) =1 donc S(0) =
si x =prm, p# 0 alors pour n > |p| S,(x) =0 donc S(pr) =0
2. Siz #pr (p € Z) alors Sy, (x) est non nul pour tout n € N* et

Sp(x+2m) [ QHEZ;IW 1 z+2k7r,r+k7r _ [Ty (z + 27 — k) | (@427 + kn)

Onl\Z + 27) [Tie
Sp(x) n IThey z:kk;r IThey IZ’” o [The,(z = km) [Tz, (z + k)

P ))HZ (@4 (B+2)m) ey (@ = k) TS (@ + k)
[Tz (@ = km) [Ty (2 + k) [T (@ = km) [Ty (@ + k)
(x4 7)(x) (x4 (n+ )m)(x+ (n+2)m)
(z —nm)((xz — (n— D))’ (x +7)(x + 27)
z  (z+Mn+Dm)(z+ (n+2)1)
z+2r  (zr—nm)((x—(n—1)m)

en simplifiant les termes identiques

On a donc
Sp(x + 2m) x n?n?

Sy () Tnm>tee 21 (—nm)2

En passant & la limite on a donc

Sz +2m) = S(z)

T
T+27

3. Si ¢(x) = xS(x) on a donc dans les trois cas ¢(x + 27) = ¢(z) :
esiz=0:01=27r0
esiz=pr,p#0:2.0=(x+27).0
o siz#pr: xS(z) = (x+27)S(zx+2r) d’aprés le calcul précédent.

lS(x) est 27 périodique]

4. 1. f, est continue sur | — 7, 7| . De plus f(n~) = f(—7") = cos(nz) et donc f (7)) = f(77) , ce qui assure que f,
est aussi continue en 7 , et donc sur R par période.
frest Clsur ] —m, «[. Deplus f'(77) = —wsin(rx) et f/(7+) = f/(—7~) = xsin(nz) et donc ce qui assure que f/
admet une limite & gauche et & droite en 7. f, est donc C;m sur R par période.
fz est continue , 27w périodique et C;m sur R donc est développable en série de Fourier ( et la série de Fourier
converge normalement sur R )

2. f. est paire donc les coefficients b, (f,) sont tous nuls . et

an(f) = %/’T cos(t) cos(nt)dt = %(—1)”2x sin (7x) _ xsin(rz) (—1)".2

o x2 —n? T z2—n2

COS((IJF")”;COS((I*")’S) , le dénominateur étant toujours non nul & cause de I’hypothése

en linéarisant cos(xt) cos(nt) =
x €] —1,1[, = non nul.

Vt e R , fx(t) — msm(ﬂ'x) (bL2 +22 —n" COS(’IIt))

™ 1,2 n?2




doncsit=m:

xsin(rz) [ 1 X1
cosr) =\ E 2

n=1
soit :
—+o0
2x 1
E ———5 = — — mcotan(mz)
(NS - T
n=

5. siw €] —m,m[alors £ €] —1,1] , donc d’apreés le calcul précédent pour x # 0

6.

3. On a donc comme ¢(0) =0 et ¢'(z) =

—+oo
e Pt
— = — — mcotan(x)
n=1 n? — %) x
i" 2 _ 1 tn(a)
3 g = cotan(z
n=1
Si z = 0 la somme est nulle de facon évidente :
foo 2z I — cotan(z) si z # 0
n=ln2r2-2 7 1 (0gixz =0

1. pour z €] —m, 7|, ¢,,(x) est défini négatif pour tout n € N* car 1 — % €]0,1] . on a une série & termes négatifs .

2
i ,w . - , L
de plus ¢,,(2) ~n—>100 722z , qui est le terme général d'une série convergente. On a donc la convergence simple de
la série sur | —m, 7| .

. Onao(0)=37*0=0

I st N Pt Py N 4, N L. .
Pour calculer ¢' il faut dériver termes & termes la série donc vérifier les hypothéses du théoréme de dérivation termes
a termes :

e Vn>1,¢, et Clsur]—mn[et

—2z
—2x
¢’/n(‘r) = 71271'22 = 2.9 2
1— 5 neme —x

e > ¢, (x) converge simplement sur | — 7, 7|

e > ¢! converge normalement sur tout segment [a,b] C] — 7, 7| : On pose A = max(|al,|b|) et donc Vz €] — 7, 7|
: Jz| < A et donc
2z 2A

= <
n2m2 — 22 = 272 — A2

la série > 7127?27‘3142 est bien indépendante de x et convergente car % ~n—>too i—‘;‘%

Vo €] —m,m[,Vn e N*: |¢, (2)]

e On peut donc dériver termes a termes et

T cotan(z) — T siz #0
¢,($> == ng n27r22z7x2 = 0sixz (: 0 ’

d’apres la question précédente.

cotan(z) — L siz #0

_ ; _ 1
Osiaze0 sur | — 7, 7| est continue sur | — 7, 7| (car ¢ est C')

o(z) = / " (e

Or une primitive de cotan(z) — 1 est In(sin(t)) — In(t) = In (%) . on a donc sur |-m, [ — {0} , ¢(x) =
In (gmxﬁ) + Cste. . Comme ¢ est continue en 0 et ¢ (0) =0, on a par passage a la limite lim,_~q (¢(x)) = 0, soit

Cste =0 car limw_>0 (M) =1

sin(x) .
gb(:n):{ ln( f) siz#0 sur | — m, 7|
Osizx=0



Or ¢(z) = In(S(x)) , a cause de la formule donnant S :

Msi:t;«é()
S(m)_{lsixzo , sur | — m, 7|

Le résultat s’étend & R a cause de la période de zS(x) :Si on pose en prolongeant par continuité : 3(z) =
{ %(x) siz#0

lsiz=0
On a sur [—7, 7] , X(z) = sin(z) ( méme si x = 0 ) . Les deux fonctions zS(z) et xX(x) sont 27 périodiques et
égales sur une période : Vo € R : zS5(x) = sin(x)

,sur [—m, 7]

7. Soit x ¢ Z
1.
. )= " exp(z/k) exp(—z/k) _ - 1
6o = =em T=wn -~ wmr
Or
) = - 7(7rx)2 _ - 7:r2
o) =T (1= ) < 1 (1= 3)
on constate que )
Gn(z)Gp(—x) = e
2. On a donc par passage a la limite
G(z)G(—z) = S(ira:) = sinTiz) car z # 0
3. Ce qui donne donc :
(@)1 (-a) = 2P ) 220 6y — T
et comme I'(z + 1) = 2T'(z) i
M2)'(1—2) = —al(z)['(—x) = S0 (77)

4. sion prend x = 1/2



