PROBLEME

premieére partie

1. C’est un exemple du cours la somme vaut 1

2.

a1 2 —1 _ 1
- Ona:p—g== EE—1) ~ T 2k2

. Rappel: siu, = ZZ=1 %fln(n) alors w41 — Uy ~ % . est la limite de la suites (u,) qui converge car Y u, 41—y,

converge.

Y b= Loy L (In(2n) 4y + (1)) — (In(n) + 5+ o(1)) = In(2) + o(1)

lim (37,41 1) = In(2)

. on a donc une série a termes négatifs , équivalent au terme général d’une série
convergente (série de Riemann avec ¢ =2 > 1).

la série converge.

. ZZ:1 ﬁ est la somme des inverse des nombres impairs entre 1 et 2n.Cette somme est donc égale a la somme des

inverse de tous les entiers moins celle des inverses des entiers pairs (toujours entre 1 et 2n )
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o= () = 2k—1:2<zk_ k:)

2n 1
= —2 —
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k=n+1

et donc d’aprés la question précédente.

V = —2In(2)

deuxiéme partie:

On utilisera souvent s, (z) =

n(n+z)

1. Chaque fonction s,, est définie si son dénominateur est non nul ; donc comme n > 1, s, est définie sur R privé de -n

Si p est un entier strictement négatif s_, donc aussi S ne sont pas définis.

six =0 S(x) =0 de fagon évidente .

|| =]

Sinon tous les s, sont définis et la série > s,, converge absolument car |s,| = =

n(n+z) ~ 2

IS est définie sur D =R — 7|

2. On a:

e 5(0)=>0=0

S(1) =+ + — 745 = 1 d’apres la premiere partie

o S(-1/2)=SFx 1l _ _1 el 2 — _21n(2) d’apreés la premiére partie

n=ln n-1/2  Zen=1n  2n—-1

1. Par combinaison linéaires de séries convergentes:

S(erl)S(x)Jrf(nixn—i—slc-i-l)

n=1



On étudie les sommes partielles:

N N N
e S D) Ssrucre
nzln—i—x n+xr+1 nzln—l—x nz1n+x—|—1
- n:1n+x n:2n+m_1+x N+1+z
et si N tend vers +oo .

- limg 54 (sy(x)) = £ on a donc supgs (|sn|) = L > 0, ce qui assure la divergence de la série Y- supg+ (|s,]) -

D s, ne converge pas normalement sur R

. Par contre sur [a,b] on a [s,(z)] < % et donc 0 < SUp[g ) (Isn]) < b, ce qui assure la convergence de la série

Zsup[a,b] (Isnl)

D" s, converge normalement sur [a, ]

. La série Y s, est une série a termes continues qui converge simplement sur RT avec convergence normale sur tout
segment :

S ost continue sur R

. 5, est un quotient de fonction C* sur RT & dénominateur non nul .

s, € CL(RT,R) et s/, (z) = —L

— (nta)®
. Sur R on a |s},(z)| < 5 ce qui assure la convergence normale de e m sur Rt
On a donc :
e > s, converge simplement sur R
e VneN* s, eC'(RR)
e Y s/ converge normalement sur R*
¥ T
\S € C'(R,R) et 5'(2) = 3,7 ey
. la fonction S est donc croissante sur R
+oo 1 2 + 1 +oo 1 w2 w2 1
450N = 0= Y= g =X =% L, S@)=F -1-3

. ¢, est bien continue sur [1,+oo[ et y admet donc des primitives:

/(ﬁm(t)dt =In(t) — In(t + x) + cste = In (t i x) + cste

. ¢, est dérivable sur [1,4o00[ et :
1 1

<
(t+z)? 2

¢ (t) =

. la figure redonne ’encadrement voulu:
On a l’encadrement :
Vn =LVt € nn+1], ¢,(n+1) < ¢,(t) < ¢,(n)

donc en intégrant :

VYn>1, ¢ (n+1) g/ b, (t)dt < ¢, (n)

n

D’ott en changeant d’indice dans la premiére inégalité

n

n+1
Vn>2: / 6. (W)t < o (n) < | o, (t)dt

n—1



4. On fait la somme de 2 & N

N+1 N N
VYN >2: /2 G, ()t <> ¢, (n) < [ ¢ (t)dt

n=2 1
et donc
N+1 N N
Vo> 0, N22: [ oWt 0.0 <Y o< [ o+ o,0)
2 ot 1
On a
/Ngb(t)dtl N —1 L de limite In(1 + x) si N tend +
| =In Nt n T2 e limite In ) si end vers + oo
et

N N+1 2 2
/2 ¢, (t)dt = In (N+1+—|—a:> —1In (2+$) de limite In( x) si N tend vers + oo

On peut donc faire tendre N vers +oo

24z
2

In( )+ si(z) < S(x) <In(l+z)+ s1(x)
5. ce qui prouve déja que S(z) tend vers +oo si  tend vers +oc.
De plus

In(z + 1) = In(z) + In <1 + ;) — In(z) + % +o <31:) ~ In(z)

et
24+x

2

In( ) =1In(z) —In(2) + In (1 + i) =In(z) — In(2) + ; + o(1) ~ In(z)

reste sy(x) =1— H% de limite finie 1 si « tend vers +o0o. Elle est donc négligeable devant In(x)
B ~ o 7]
on a donc une branche parabolique horizontale.
troisiéme partie
1.

1. On sait que sur D on a la relation : S(z+1)—S(z) = %_H et donc S(z) = S(x+1) — Donc si S est dérivable

en z + 1 # 0 alors S est dérivable en z et :

1
r+1 °

1

S'(z)=S"(z+1)+ TS

On a donc déja la dérivabilité (et plus seulement la dérivabilité a droite) en 0 et donc S’(0) = S’(0F) = %2

Pour les < 0 une récurrence montre la dérivabilité et la formule de calcul S'(z) = :ii m sur | —p,—p + 1]

esip=0,]—p,—p+1[CR" et la propriété est vérifice.

e si S est dérivable sur | —p, —p+ 1[ et si Vo €] —p,—p+ 1], S'(z) = Zg ﬁ alors

- Veel-p-—1,-p[, Sx)=Sx+1) - %ﬂ est dérivable en z et
) ) 1 = 1 1
S'(z) = Slz+1)+ CESIE :nz::l nriee? T T
X1 1 R
N 7;2 (n+ ) - (x+1)2 :; (n+ )2

[5 € CY(D,R) et S'(x) = 372 ok

S est donc croissante sur chaque intervalle | — p, —p + 1] ( mais pas sur D entier)



o 5'(—1/2) = :Cxi n-1/2)% 1/2 _427: 1 (2n 1)?

Comme au [.3 on remarque que 'on a seulement les termes impairs :

O R D ED I IR
n1(2n 711 711n2_8

et donc S'(—1/2) = %2
o §'(1/2) - §'(~1/2) = —4 donc §'(1/2) = = — 4

2. D’aprées 3.1ona S(x) =S(x+1)— . Siz tend vers —1 , z + 1 tend vers 0 et donc par continuité de S en 0 S(z +1)

+
tend vers S(0) = 0.
-1 -1
S(x) =p_>_1 —— 1
(@) Z-st g o) ~
On recommence en —2 : ) )
S(x) =S8 1) — gy —
@) =S@+1) = — ~a-s2 —
car T—H admet en —2 une limite finie et est donc négligeable devant %-5-2
Une récurrence donne alors .
S@) ~o > p 15

car on ajoute & chaque fois une quantité de limite infinie et une quantité de limite finie.



