Partie |

Question 1

1.1. La fonction é est dé..nie deux fois en /2 mais on véri..e que les deux fois § (7/2) =0 .

L’étude des graphes demande une étude partielle des dérivées. La suite demande , pour les théoréemes de Dirichlet , une
étude plus précise des classes des fonctions. Je fais les deux études ensemble.

e Sur [0,7/2] la restriction de 6 est C* et de dérivée —2x : 0 décroit de -‘f ao

e Sur [r/2,x] la restriction de 6 est C* et de dérivée 2(x — ) : ¢ décroitde 0 a JTTZ

e On remarque que en /2 la dérivée a gauche est égale a la dérivée a droite (elle vaut — ) : la restriction de 6 a [0, ] est
donc C! (et C

pm

e par imparité la restriction de 6 & [—,0] est C* et Cp5, et comme §'(0") =6’ (07) = 0 la restriction de 6 & [—, 7] est
C'et O

pm*

e par périodicité 6 estdonc C22 surR, mais ¢ (r~) = 0 et ¢'(z+) = ¢ (—=) (par périodicité) et donc ¢’ (7+) = —0' (7)) =
0 par imparité de ' . Donc 4 est C' sur R .

e En..n on peut remarquer que 6” (w/27) = 2 alors que 6" (7/27) = —2: 6 n'est pas C2.

e la classe de ¢ s’en déduit par dérivation.

IHECl( ) oecmn( )701 ECU( ) elecmn( )I

voir les graphes en annexe.

Les calculs précédents donnent le calcul de 6,
Ve e [0,7/2] , 01(x) = -2z
Ve e n/2,7] , 01(z) = 2(x — )

de plus : 6 étant paire 0 est impaire . 6 étant 2r périodique 6, I'est aussi.
1.2. La fonction 6, étant impaire, on a

e a,(61) =0 pour toutn € N,

o b,(01) =2 [ 61(x) sin (nx) dx pour tout n € N*. Calculons :

/2 T
bn(01) = 2 (/0 (—2z) sin(nz) dzx +/ 2(z — 7) sin(nx) dx)

0 /2
par intégration par parties avec les foncions C* sur le segment [0,7/2] : u(z) = z et v(z) = _%T(L"—IL on a
/ ﬂpx sin (nz)dx = [_ M} T + /7T/2 de _ [_ x cos (nx) N Sin(gm)}’rm
0 n 0 0 n n n 0
Zcos (nm/2)  sin(nn/2)
= —_ —‘,— B)
n n
de méme
/” (& — ) sin (n2) do = [_ (z ) cos (na) | smm)]w _ Zcos(um/2) sin (nr/2)
/2 n n o], n n

donc b, () = —& =g/l

n

e si n =2k est pair on a by (A1) = 0 pour tout k € N*
o Sin=2k+1estimpair by, 1(6) ﬁ@ﬁ%’ pour tout k € N.

e La série de Fourier de 0, est donc £ Zk 0 (2k1+1) sin(2k + 1) .



La fonction 6, est continue, C' par morceaux, donc 6; est somme de sa série de Fourier :

Ve R, 0,(2) =2 Y% GH sin((2k + 1)a)

et il y a convergence normale de cette série sur R.
Question 2
Etude de 0

e La fonction @ est paire, donc b,,(6) = 0 pour tout n € N*.

e pourn>0
2
an(0) = l/ 0(t) cos(nt)dt
m™Jo

si on intégre par partiesavec v =6 on a

1 [ sin(nt) b, (61) 0 si n = 2k est pair
an(0) = = 77/0 61(t) n dt =~ no 8%# si n = 2k + 1 impair

(méme si on ne la connaft pas par coeur on sait qu’il existe une relation entre les coe®cients de Fourier de f et ceux de
)

e et pourn =0

T /2 /2 - )
ao(ﬂ):%/ Q(m)dx_2</ (%x2>dx+/ <x227m'+3%>dt>
0 T \Jo a2

On peut alors calculer ces intégrales ou utiliser la symétrie du graphe : Si on pose u =7 — z

T 3T 2 0 2 w/2 2
/ (m —27ra:+—>dt / (uQ—L>du:—/ (L—m2>dm
/2 4 /2 4 0 4

e La série de Fourier associée a la fonction ¢ est donc £ Zk 0 (42?1% cos(2k + 1)z . Comme 6 est continue , C}m
2m-périodique, cette série converge normalement sur R vers la fonction 6 :

Vee R, 0(z) = Zk o (JQ,:—+1)L3COS(2]€+1).

autre plan possible : justi..er qu’on peut intégrer termes a termes la série donnant 6, , sans oublier la constante . Le calcul
de ag(f) donne la constante.
Etude de @

e La fonction ® est une primitive de § ® est donc C?, Cpn, sur R;

e La fonction & est 2r-périodique :

r+2mT 2T
O(x +27m) —P(x) = / o(t)dt = / 0(t)dt (0 est périodique de période 27)
T 0
= Tap ((9) =0

La fonction ® est impaire
O (—z) = / o(t)dt = / 6(—u)(—du) = —(x) par parité de
0 0

donc a,(®) =0 pour tout n € N.

Une intégration par parties comme pour 6 donne b, (®) = % a,(0) pour tout n € N*,

La série de Fourier de ® est & Y ° Oéﬁ)l)—zl sin(2k + 1)z.

Ici encore,comme la fonction est continue C’;m 27 périodique il y a convergence normale de cette série vers la fonction ®

Ve e R, &(x) = Zk 0 (2k+1) sin(2k+1)




Au secours , je n’ai pas su faire les calculs.

Les remarques de parité doivent vous donner ®(x) = ;:"% brsin(kz) et vous exprimer la suite en fonction des by () . On
ne sera méme limité dans les justi..cations théoriques car I’hypothése b, (®) bornée su¢ra dans toutes les questions sauf une
;et encore dans cette question ® C',CZ,, donc b, = o (7r) su¢ra.A défaut Il faudra plusieurs fois donner un énoncé clair du
théoréme et admettre que ¢a marche ou admettre les hypothéses sur les b en le rédigeant trés clairement..

Partie 2.

Remarque : le sujet ne respecte pas le programme de PSI (ni celui de PC) puisque on utilise des fonctions C2 sur un domaine
du plan qui n’est pas un ouvert.

Question 1

1.1. Si g est C? sur [0,7] alors (x,t) — > g(z) est C? sur [0,7] x RT* | de méme pour h , et donc V est aussi C? sur
[0, 7] x RT* par produit de fonctions C? .

On a alors par hypothéses sur g et h :pour (z,t) € [0, 7] x RT*

S =g @A) = pg() b et Eh(nt) = g(a) H(0) = pgl) ()

donc la relation (1) est satisfaite sur [0, 7]x R**.
1.2.

e Pour h on a une équation dicérentielle linéaire du premier ordre a résoudre :

R'(t)—ph(t)=0 — B =CeMavec ¢ constante réelle ;

e Pour g on a une équation diaérentielle du second ordre & coe€ cients constants. L’équation caractéristique est 72 — . = 0
0 racine double si =0

de racines : +iy/—p racines non réels si < 0
+/1, racines réelles y > 0
Ar + B Siu=0
g(x) = Acos (y/—px) + Bsin(y/—px) Sip <0
g'(@)—pglz)=0 < L_Ach(Jjiw) + Bsh (/) sip>0 | 4 et B étant deux constantes réelles.

méme si toute la suite supposera p < 0, ne pas oublier les autres cas.

dans le cas "négatif” il est possible de commencer le calcul avec les solutions sous forme d’exponentielles complexes . 1l
faudra alors revenir a la trigo au cours de la question 2.

1.3.
e Ona g(x) = Aj, coskx+ By sinkx et hy(t) =C|, e~ #t, donc :
Vi(z,t) = (Ag cos kz + By sinkx) e+t
en posant A, = Aj,C}, et Bx = B}, C;,
e Les fonctions V; sont alors toutes continues sur 2, C2 sur [0, 7]x R véri.ant la condition (1)
e Les conditions (2) imposent V¢ € RT : Ape—*k"t = 0 donc A;, =0,
e La condition (3) est toujours véri..ée car :
[Vi(z,t)| < (JAx| + |Bi]) e *°* de limite nulle car — k2 < 0

donc

Wiz t) = By sin kax e=* 4

Question 2

Rappel : avec les séries le calcul va vite , le justi..er théoriquement est la partie la plus longue du travail.

2.1. Sion cherche H sous la forme H(x,t) = ijf’ dy sin kx ekt (somme d’une série trigonométrique supposée conver-
gente), ona H(z,0) = Z,;of dy sin kx. La relation (4) impose

+ oo
H(z,0) = ®(z) = Y _ b, (®)sin (kz)

k=1

elle est donc véri..€e en prenant , SOit dop =0 et dopi1 = wﬁ(zﬁ% .

On a une solution . Rien ne garanti a ce stade qu’elle est unique (le cours ne dit pas que si deux séries trigopnométriques sont
égales leurs coe¢cients sont égaux , c’est vrai seulement pour les séries de Fourier , et le sujet ne suppose pas z— > H(z,t)
D.S.F.) . I'unicité sera I'objet de la troisieme partie.

2.2. Posons donc H(z,t) = 3,77 by (®)sin (kz) e+,



e La fonction H est bien dé..nie sur 2 et il y a convergence absolue de la série dé..nissant H puisque :

8
b (@) sin (kz) e*kzt‘ < by ()| e~ K*t < =Kt

™

et la série Ze""zt convergente (série a termes positifs telle que lim (k%‘kzt) =0cart>0)
Si le calcul de la question 1 a échoué , il suc€t de savoir que les coe@cients de Fourier sont bornés (limite nulle).

e travaillons a ¢ > 0 ..xé pour dériver par rapport a = . Soit H;(x) la fonction partielle.
On souhaite écrire

2
88}21( t)= H{"(x de —k?sin(kz)) e ekt
x

il faut donc dériver deux fois sous le signe Y :

la fonction z— > by, (®) sin(kz)e~*>t est C2 sur [0, 7]

— la série > by (D) sin(k:c)e*kzt converge absolument donc simplement sur [0, ]

la série des dérivées >_ by (P) ksin(lm)e*’“zt converge aussi simplement :

‘bk )k sin(kx)e™

—k*t ot lim (k3e’k2t) =0

- JI . _ 2 - .
la série des dérivées secondes — Y by, (®) k2 sin(kx)e "t converge normalement donc uniformément sur [0,7] :

’bk (@) k2 sin(kx)e *"

e~**t indépendant de z et lim (k‘*e*kzt) =0

On peut dériver termes a termes la série donnant H”; donc :

2 L (2. t) =t by (®) (=k?sin(kx)) e * "I

L’important est de bien rédiger la dérivation termes a termes par rapport a = , Parler de H; n'est pas obligatoire
Ici aussi I’hypothése que les coe@cients de Fourier sont bornés suct.

e travaillons a x € [0, 7] .xé pour dériver par rapporta ¢ :

On souhaite écrire

+ oo
8(,5 (@,8) = > dj (sin(kz)) (—k2e )

k=1
et donc dériver sous le signe > par rapport a ¢ .

la fonction t— > by, (®)sin(kz)e~**t est C2 surR+*

la série > by (P) sin(kr)e‘kzt converge absolument donc simplement sur R**

— la série des dérivées S —k2b, (®)sin(kx)e—*"t converge uniformément sur tout segment [a,b] inclus dans R+*

8 8 .
by (®) sin(kz)k2e | < =k2e "t < =2~ '@ indépendant de ¢ et lim (k4e_k2a) -0
™ ™

on peut dériver terme a terme par rapport a la variable ¢ et :

%(I, t) = k:io by (®)sin(kx) (*k%—k?t)

Ici aussi I’hypothése que les coe@cients de Fourier sont bornés suct.

Question 3.
Soit la fonction H : H(xz,t) =2 3 % (JQ;T# sin(2p + 1)z e~ (2D La fonction H est dé..nie sur Q

e [ est alors continue sur Q :

— sin(2p+ 1)z e~ (Pt par

(JQP—JF% - terme général d’une série convergente indépendante

. .
On peut en exet dominer rt1)

dezett.

si on na pas le résultat du calcul on a besoin de savoir que > |b, (®)| converge. Il faut réussir a montrer que b (®) =
o (=) , possible sans calcul avec la classe de la fonction.



e H est C?sur [0,71] x RT*

— Les calculs faits a la question précédente montrent que H admet des dérivées partlelles

[0, 7] x RT™.
— De la méme fagon %ﬂi(m,t) =
by () sin(kz) (k%*kzt) ‘ par &jie—h’

— On recommence encore avec les dérivées croisées

PH iy
oy ot =
k=1
P H <.
S (@) = > Kby (@

et domination sur tout segment par f3e—ka

e H véri.e (1) : conséquence du calcul des dérivées a la question 2.2 :

e H véri.e (2): évidenten prenantx =0etxz=m ona H(0,t)

e H Véri.e (3): On doit passer a la limite dans une série .

Zbk

lim

t—>+oo I t)

)sin(kx)

= H(m,t) =

lim

et M continues sur

+°1° b (®)sin(kx) (k‘*e*"‘zt) et est continue par domination sur tout segment de

Z k3by, (®)cos(kx)e ™

)cos(kx)e_m

550=0

On souhaite écrire pour = ..xé

: (e—kzt) =0
t—>+oo

. . . . . .2
On a donc besoin de la convergence uniforme sur un intervalle du type [a, +oo[ . or la domination par %e*k @ permet de

conclure en prenant a > 0.

+00_&

On peut aussi majorer |H(z,t)| < > ;-] £e —k%t < S Bkt

e H véri..e (4) par choix des dj

|H_est solution de (P)

_ 8t 1

T "l—e—t

(srie géométrique) de limite nulle.

remargue :la continuité et la classe de H ne sont pas clairement dans la proposition (P) . Mas si on a bien su dériver au

2.2. la rédaction de cette partie peut-étre trés rapide.

Partie 3

question 1
1.1. Véri..ons que E est un sous espace vectoriel de C°(Q, R),:

e £ CCQ, R)
e E#£10

e on a stabilité par combinaisons linéaires:
si w; et wo sont deux fonctions de E et si \; et Ay sont deux réels :

(Mwi + A2ws) est C2 sur [0, w} x R** par produit de fonctions C?

d()\1w1+)\9w9)

9% (A wi+Aows) a2 (UM) ) _ d(UM) d(w'))
55 )\1 + )\ =\ + A o

()\1’(1}1 + Agwg) (O,t) = >\1w1(0,t) + )\2’(1]2(0,75) =0
(Mwy + Aows) (m,t) = Mwq (7, t) + Agwa(m,t) =0

= limy_s oo (Mrwy + Apwy) (2,8) = A iy s oo (wi (2, 1)) + Ao limy— sy oo (wo(z,t)) =0

(linéarité de la limite)
()\1101 + )\z’wz) (.’E,O) = )\1101(.’15,0) + )\2102(%’, O) =0

e donc E est un sous-espace vectoriel de C(©2, R).

1.2. C’est presque : évident :



e (u—v) est continue sur Q , C? sur [0, 7] x RT* par combinaison linéaires de telles fonctions
e (1),(2) et (3) sont véri..s comme au 1.1
e en.n w(z,0) = u(z,0) —v(x,0) = @(z) — P(z) =0

Question 2

2.1.

e Pour t = 0, danger : le sujet ne suppose pas w C* il faut donc justi..er I’existence de la dérivée partielle :

Or dans ce cas on a w(z,0) = 0 pour tout x € [0, 7], donc la dérivée partielle 4« est dé..nie en ces points et vaut 0, puis
- (w(x,0) 2= (z,0)) = 0, donc I'intégrale proposée est nulle.

e Pour t > 0, la fonction = +— w(x,t) est de classe C? sur [0,7], donc %(w,t) est C' ainsi que w(x,t)%(m,t). La
fonction <& (w(x, )L (x,t) ) est donc continue sur [0, 7] I'intégrale existe et vaut [w(w,t) 42(x,t)]" " = 0 puisque
w(0,t) = w(m,t) = 0.

Lo 2 W ) B(a,t) )dz =(

2.2. Pourte R**, on a, en utilisant (1), :

1o} ow ow 9 02w
= (ol s t)) = (20 )+ ol t) ()
Ow 9 dw
= (%(:r,t)) +w(z,t) 8t(;1;,t)
dw 1 9(w?)

pour ¢t = 0 je ne vois pas comment prouver que la fonction partielle t— > w?(x,t) est dérivable en ¢ = 0 avec les hypothéses
du sujet.Si vous connaissez un corrigé qui traite proprement de la question je suis preneur.

V>0, /O” <(a“’(x,t) 2 4= a(“2)(x,t)> dz =0

or 2 ot

J’admet que pour (z,0) la fonction %—“;existe et est continue donc que la relation est vraie pour t = 0.

2.3 La fonction précédente étant identiquement nulle , son intégrale sur tout segfment est nulle.

La premiere intégrale est I'intégrale d’une fonction positive , donc est positive (les bornes étant dans le bonsens: 0 < T,
0<7)

La seconde intégrale est aussi positive : elle se transforme grace au théoreme de Fubini la fonction a intégrer étant continue .

[ st nanya = [ (/OT%a(gj)(%t)dt) N

™ t=T 17
= / [— W (z, t)} de == / WAz, T) dx
0 2 t=0 2 0

donc ¢(T") est la somme de deux termes positifs. Les deux termes sont nuls, en particulier :

[VT € Rt [ w?(x,T)dx=0|

2.4. La fonction = — w?(z,T') est continue et positive sur [0, 7] et son intégrale est nulle ; elle est donc identiquement nulle.
Donc w = 0 sur €.
2.5. Le probleme (P) a donc une solution unique, qui est la fonction H obtenue a la question 3. de la partie 2.



