CENTRALE MP 2002
Math 2
premiére partie

A1) On peut constater que Qo est invariant par xt— > —x , par y— > —y, par z— > —z . Donc Qg est invariant par symetrie
par rapport aux trois plans P;, P;, P;, donc aussi en composant ces symétries par les symétries par rapport a D;, D;, Dy, et
la symétrie par rapport 4 O .

A2) leplan P; al'équation y = 0, L’intersection est donc la courbe 22 — 2% = 0. 1l s’agit donc des deux droites d’équations

z=xetz=—x.
( cos(f) —sin(d) 0 ( x ( xcos (0) — ysin (
A3) La matrice dans la base (7, j, k) de la rotation est | sin(f) cos(d) 0 |,I'imagede | y | estdonc| zsin(f)+ ycos(
\ o o 1) V=)L

. on doit donc montrer
2?2 +y? — 22 =0= (wcos () — ysin (0))2 + (z sin (0) + y cos (0))2 +22=0

Ce qui se véri..e sans probléeme par développement.
On a donc Ry(Qop) C Qo -
Or R est bijective donc en composant par R_gona Qg C R_4(Qo) . Et comme la propriété est vrai pour tout angle 6 on

peut I'appliquer a I'angle —6 et donc :
[ (Qo) = Qd

A4) La surface est donc obtenue en faisant tourner autour de Oz les droites obtenues au A2:C’est un céne de révolution
d’axe Oz (et d’angle au sommet = /4 )

B1) L’identité , la symétrie par rapporta O ...

B2)

e D est invariant par ¢ et k € Dy, , donc ¢(k) € Dy, .
e De plus ¢ € O(F) donc ¢ (k) est un vecteur normé de Dj, . donc ¢(k) = +k
e On a donc deux cas possibles :

— ¢(k) =k : Dy, est I'axe de la rotation et réciproquement toute rotation d’axe D; convient.

— ¢(k) = —k et donc ¢ est une rotation d’axe u tel que (u/k) = (¢p(u)/é(k)) = — (u/k) . Doncu L k . Et ¢, est une
rotation d’axe horizontale et d’angle =.

B3) On peut remarquer que en dimension 3 det(—¢) = (71)3 det(¢) = —det(¢) Donc ¢ est directe si et seulement si —¢
est indirecte. de plus Dy est invariant par la bijection —Id , donc ¢ laisse D, invariante si et seulement si —¢ laisse Dy
invariante.

Donc tout élément de K est soit direct (et il est alors dans K+ ) soit indirect (et son opposé est dans K )
C1) critere de sous groupe :

e K est un sous ensemble du groupe O(FE) (pour la composition o)
e K contient I’élément neutre Id

e K, est stable par passage a I'inverse : Si o est dans K , o est bijective et 0(Qy) = Qo = 07 (6(Qo)) = 0~ (Qo) =

Qo et donc o' (Qo) = Qo .

Remarque : I’hypothése bijective est importante pour une application non bijective I'image réciproque ne véri..e pas VX
Y AX))=X:Sifra—>2*dans R fTL(f(RT)) =R

e K est stable par composition : si 0(Qq) = Qo et ¢ (Qo) = Qo alors

0 0¢(Qo) =0 (¢(Qo)) = 0(Qo) = Qo

I, est un sous groupe de O(E)

C2):

e On compose deux endomorphismes orthogonaux directs . Le composé est un endomorphisme orthogonale direct. On
peut remarquer que Ryo S;(k) = —k . En reprenant I’analyse de B2) Ry o S; (k) est donc une rotation d’angle = et d’axe
v orthogonal a k .

Pour cherche v on pose v = zi+ yj , Rgpo S;(v)) = Ro(xi — yj) = (cos(0)x + sin()y) i + (sin(d)z — cos (0) y) j.



N . cos(@)x+sin(f)y ==x
On a donc Ry o S;(v) = v ssi { sin(6)z — cos (0)y = y
(cos(0) — 1)z +sin(f)y =0
sin(@)z — (cos(0) + 1)y =0
est de rang 1 (I'un des coe¢cients diagonaux est non nul) . L’ensemble des solutions est donc la droite engendrée par

( IZE({Z)(Q) ) = 2cos(0/2) < Z?s((g//;)) ) :

|Rs o S; est la rotation d’angle = autour de v = cos (6/2) ¢ + sin (6/2) 4]

On doit donc résoudre { . Le systeme n’est pas de Cramer (son déterminant est nulle) et

On peut trouver de fagon équivalente v = —cos(0/2) i — sin(6/2) j

Pour la suite on a besoin d’une réciproque . Si R estune rotation d’angle = et d’axe u horizontal alors si on pose (i,u) =t
on véri.e que R = Ry; 0 .5; .

Autre méthode : Si on passe par les matrices on calcule

( o ) ( 04 ) ; ( o S 0 )
puis on cherche I’axe et I'angle par la méthode classique.

e Tout élément de Kt est soit une rotation d’axe D), , soit une rotation d’angle 7 et d’axe v L k .
Dans le premier cas la rotation Ry laisse Qg invariant d’apres A3.

Dans le second cas si (i,u) =t , la question C2a) montre que la rotation d’axe u et d’angle = est le composé de R.; et
de S; qui laissent Qg invariant ( questions A3 et Al). Donc d’aprés C1 @, est invariant par le composé. Donc

K™ c K,
e —Id la symétrie par rapport a 0 laisse aussi @ invariant. Donc par composition K~ C K, . Et par union

154 ’.

C3)
e Si v est un vecteur de (o de norme V2 on a les deux relations :
24P+ =2eta?+y2—22=0

en retranchant les deux relations ona 22 = 1. Or z = (z/k) Donc (z/k)” =

e Si w est un vecteur unitaire de Pj il existe ¢ tel que u = cos(t) i +sin (¢) , On Véri..e alors que pour u + k de coordonnées

cos (1)
( sin (t) ) y 2492 —22=0. u+ k€ Qo,donc ¢p(u+ k) € Qo . De plus
1

| p(u+ k| |lu 4 k||*> endomorphisme orthogonal

= Jjul? + ||k|* vecteurs orthogonaux
2
donc d’aprés C3a (¢(u + k) /k)> =

e de la méme fagon (¢(u — k)/k)> =
or

(d(u+k)/k)° = (d(w)/k) + (6(k)k)* = (d(u)/k)* + 2($(w)/k) (¢(k) k) + (¢(k) /k)?

et de méme
(0w —k)/k)? = (¢(u)/k) — (p(k)E))? = (d(u)/ k) + 2((u)/ k) (¢(k) /k) — (o (k) [k)?

Or ces deux quantités sont égales , donc leur dicérence est nulle et par simpli..cation par 4

(¢(u)/k) (p(k)/k) =0



e Supposons par I'absurde : (¢(k)/k) = 0 ( ce qui veut dire que ¢(k) est orthogonal &)
Onreprend (¢(u)/k)* +2 (¢(u)/k) (p(k)/k) + (¢(k)/k)* = 1 il reste (p(u) /k)* =1 .

¢ étant un endomorphisme orthogonal ||¢(u)|| = 1 On a donc (¢(u)/k)> = ||¢(u)||> |k . On a donc égalité dans
I'inégalité de Cauchy Schwarz . Les deux vecteurs sont donc colinéaires. ¢(u) est colinéaire a  , et donc a cause de la
norme ¢(u) = k.

Or u est quelconque dans P, . On a donc une in..nité de vecteurs u possible pour seulement deux images possibles . ¢
ne peut pas étre bijective . ABSURDE car tout endomorphisme orthogonal est bijectif.

e Ona donc (¢(k)/k) # 0 et donc d’aprés IC3b : (p(u)/k) =0. ¢(u) € P, .
On a donc ¢(Py) C Py , et comme ¢ est un automorphisme de E ¢(Py) = Py , les deux espaces ayant méme dimension.

C4) Si ¢ est un élément quelconque de K, , ¢ laisse donc P, invariant . Or ¢ conserve I'orthogonalité donc D, = P,j est
aussi invariant par ¢ . Donc ¢ € K .
L’autre inclusion a été prouvé au 1C2

= K

L’ensemble des rotations laissant le cone @ invariant sont les rotations d’axe D;, et d’angle quelconque et les rotation d’axe
horizontal et d’angle 7. Les endomorphismes orthogonaux indirects laissant ce cdne invariant sont obtenus par composition
de ces rotations et de la symétrie par rapporta O .



