I.A - Exemples

I1.LA.1) Soit f(z) = kxz? avec k > 0 et I = R.On a donc f,(z) = pz — ka2 fonction C* sur R et fr(x) = p —2kx,pour tout p
reel f, est maximum si x = £= et le maximum vaut % . Il en résulte que J(f) =Ret L(f) :p — -;Li . Le graphe est celui

d’une parabole d’axe vertical.

1.LA.2)) Soit f(z)=e” et I =R.On a f,(z) = pr — e® fonction C! sur R de dérivée p — e®
Pour p < 0, f, décroit sur R et lim,_, _ f,(x) = 400 donc p ¢ J(f)

Pour p =0, f, décroit sur R et lim,_._., f,(z) =0 donc 0 € J(f) et g(0) =0

Pour p > 0, f, est maximum pour = = In(p) donc p € J(f) et g(p) = pln(p) —p

. 0 sip=0
I It J(f)=RtetL(f):p— .
en résulte que J(f) et L(f):p {pln(p)—p sip>0

g est continue en 0 car limg (pIn(p)) = 0 et g est C'* sur R™* de dérivée In(p) . Donc g décroit sur [0, 1] puis croit sur [1, +oo]
.Enp=0 -’ﬂfl tend vers —oo ( donc tangente verticale ) et si p tend vers +oo ﬂpﬂ tend vers +oo donc branche parabolique
verticale.

I.A.3) Soit f(z) = arctan(z) et I = R. f, est C*' de dérivée p — ﬁ mais ici une étude précise des variations est inutile
car on a presque toujours une limite égale a +oo :

si p< 0alors lim,_,_ d(z) = 400
sip>0alors lim, o d(z) =400
sip =0 f, décroitde —n/2a +7/2

(/) = {0} et £(/)(0) = sup g (—arctan(z)) = £

I.B - Etude générale : Soit f:I — R tel que J(f) # 0.

I.B.1) Pour a et b dans J(f)ett e [0,1], on a f,op1—e)p(®) = tfa(x) + (1 = t)fo(x) < tg(a) + (1L —t)g(b) (car t > 0 et
1 —t>0), ainsi la fonction f,,,1_s), est majorée sur I et donc ta + (1 —t) € J(f).
Tout réel compris entre a et b est élément de J(f) .

l7(f) est un intervalle]

1.B.2) C’est la dé..nition barycentrique de la convexité qui vous est proposée
Avec les hypothése de I.B.1), on a
Ve €1, frarq-ep(@) < tgla) + (1—1)g(b)

ainsi g(ta + (1 —t)b) < tg(a) + (1 —t)g(b).

Il en résulte que g = L(f) est une fonction convexe sur J(f).
Remarque :

Les graphes du |.A sont-ils bien convexes ?

1.B.3)

a) SiICRT,pourp<getzel onapzr<qgzetdonc f,(x) < f,(x). Soit en prenant les bornes supérieures g(p) < g(q) -

le = £(f) est donc une fonction croissante sur J(f).]

b) SiICR™,pourp <getzecl,ona f,(xr) > f,(x). g=L(f) est donc une fonction décroissante sur J(f).

I.C - Etude d’un cas particulier

Soit f € C*(I,R) telle que: Yz € I, f”(z) > 0. On note a et 3 les extrémités de I'intervalle f'(I).

1.C.1) Pour p €ja, 3[, la fonction f, a pour dérivée f,(z) = p — f'(x). f” étant strictement positive , f’ est strictement
croissante sur I, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique = € I tel que f’(x) = p, De plus [, est
strictement décroissante . Donc f, croit sur Jo, z] et décroit sur [z, 8] . f, admet sur ]o, B[ un plus grand élément f,(z) . p
est élément de J(f) et g(p) = fp(2)

llo.BIC J(f) et Vp €la. B, q(p) = px(p) — f(x(p)) en posant z(p) = (f) "' (p)]

1.C.2) Par hypothése f’ est continue , strictement croissante de ; sur Ja, B[donc £/~ est continue strictement croissante sur
Ja, B] . de plus f' est C" et (f’)’ n’a pas de racine sur Ja, 5[ donc z = (f/) " est C* sur ]a, 8] et ' (p) = f_(jm . Et donc
par composition (I’image de z est bien incluse dans I ) et produit g est C! et

Vp €la, B, ¢(p)==x(p) + L _ L) = z(p) car f' et z sont deux fonctions réciproques.

[ ) (=)

1.C.3) Pour p €]a, 8], la tangente D,, au point d’abscisse z(p) au graphe de f a pour équation




o y— f(z(p)) = f'(z(p))(x — x(p)). Et comme f'(z(p)) = p, on &
1.C.4) On note H ={h € C2(R,R) /Vz € R, h'(x) > 0et h'(R) = R}.
a) Soit h € H et g = L(h).

e D’aprés 1.C.1), on a J(h) = R et d’aprés 1.C.2), ona Vp € R, ¢ (p) = x(p) , .Donc g est C? sur R et g”(p) = 2’ (p) =
1
7w >0

Il en résulte que g € H et donc EFcH
b) Soit h € H et g = L(h). D’aprés a), on peut dé..nir G = L(g)
VpeR, Glp) =pX(p)—g(X(p))en posant X(p) = ()" (p).
Le I.C.1 donne donc les relations : g(p) = px(p) — h(z(p)), z(p) = (R')"(p), ¢’ (p) = x(p) en remplacant f par h .

On a alors X (p) = (¢')"" (p) = 2~ 1(p) = I (p)
Donc pour tout réel p

G(p) = ph'(p)—g(h'(p)) en remplagant X (p) par sa valeur ' (p)
= ph'(p) — (h'(p).x(h'(p)) — h(x(h(p))) d’aprés la valeur de g
= ph'() — (W (p)p — h(p)) car = (k)"
= h(p)

et donc HE)EE

c) D’aprés b), £ est une involution de H: c’est donc une bijection de H sur H.



