
PREMIERE PARTIE
1. a)Soit Un = a une suite constante alors on a a = 1

2 (a2 + a2) soit a = 0 ou a = 1.

R¶eciproquement, les suites constantes ¶egales µa 0 ou 1 sont dans S.

b)Si l est une limite ¯nie d'une suite (Un) de S alors, par passage µa la limite dans la relation (R) on obtient l2 = l .

Comme tous les termes de la suite (Un ) sont positifs, la seule limite in¯nie possible est +1.

l = 0 , l = 1 ou l = +1

c)Si UN¡1 = UN = UN+1 = a alors, comme µa la question a. on a a = a2 donc a = 0 ou a = 1

Par r¶ecurrence double sur n > N , Un = a et Un+1 = a alors Un+2 = 1
2

¡
U 2

n+1 + U 2
n
¢

= a.Donc 8n ¸ N Un = a

mais il ne faut pas oublier les n · N :

Par r¶ecurrence d¶ecroissante double pour n · N si Un = a et Un+1 = a alors U 2
n¡1 = 2Un+1 ¡ U 2

n = 2a ¡ a2 = a2 e
comme Un¡1 ¸ 0 et a ¸ 0 :Un¡1 = a

Si la suite a trois termes cons¶ecutifs ¶egaux alors la suite est constante ¶egal µa 0 ou µa 1

d)Si Un¡1 = Un = 1 alors on a aussi Un+1 = 1 et on applique la question pr¶ec¶edente.

e)Si Un = 0 avec n ¸ 2 alors 1
2

¡
U 2

n¡2 + U 2
n¡1

¢
= 0 donc Un = Un¡1 = Un¡2 = 0, on applique lµa aussi la question c.

2. cf ¯gure µa la ¯n

a) X = 0 est une droite verticale , X=Y est une droite de pente ¼=4 , X2 + Y 2 ¡ 2Y = X2 + (Y ¡ 1)2 = 2 est le cercl
de centre (0; 1) de rayon 1 .

D'oµu le domaine d¶e¯nie par les in¶equations . On oit que pour (X; Y ) 6= (0; 0) Y ¸ 1
³
0 · X · Y · X 2+Y 2

2

´
=) (Y ¸ 1 ou X = Y = 0)

par le calcul : Y ¸ X ¸ 0 =) Y 2 ¸ X2 et donc avec X 2 + Y 2 ¸ 2Y on trouve 2Y 2 ¸ 2X2 donc Y ¸ 1 ou Y · 0 . Dan
le second cas on a 0 · X · Y · 0 donc X = Y = 0

b) On a cette fois ci le cercle de centre (1; 0) de rayon 1

On a maintenant X2 · Y 2 donc 2Y 2 · 2Y donc Y 2 [0; 1]
³

X 2+Y 2

2 · X · Y
´

) Y · 1

3. On a Un+1 ¡ Un = 1
2

¡¡
U 2

n + U 2
n¡1

¢
¡

¡
U 2

n¡1 ¡ U 2
n¡2

¢¢
= 1

2 (U2
n ¡ U2

n¡2) = 1
2 (Un ¡ Un¡2) (Un + Un¡2) . Et comme l

suite est µa valeurs dans R+ on a :
sgn (Un+1 ¡ Un) = sgn (Un ¡ Un¡2):

4. a)Supposons que UN +1 ¸ UN et UN +1 ¸ UN¡1 alors, vu la question pr¶ec¶edente, on sait que sgn (UN +2 ¡ UN+1) =
sgn (UN+1 ¡ UN¡1) et donc UN +2 ¸ UN+1 ¸ UN .

b)Par r¶ecurrence on a alors
8p ¸ N; Up+2 ¸ Up+1 ¸ Up:

En e®et si Up+2 ¸ Up+1 ¸ Up alors d'aprµes la question 3) avec n = p + 2 :Up+3 ¸ Up+2 et Up+2 ¸ Up+1 est d¶ejµa suppos
vrai.

c) Si Un = Un+1 alors (toujours Q3) Un = Un¡2 , et donc comme la suite est croissante µa partir du rang N : pou
n ¡ 2 ¸ N Un = Un¡1 = Un¡2 . On a trois termes cons¶ecutifs ¶egaux : la suite est constante . Ce qui est exclu par l
sujet.

la suite (Un) est strictement croissante µa partir du rang N + 2

d) On prend X = UN ;Y = UN+1 et donc UN+2 = X2+Y 2

2 on a donc par croissance X · Y · X 2+Y 2

2 donc Y = UN+1 ¸
ou UN = UN +1 = 0 . le second cas est exclus car la suite n'est pas constante. Donc UN +1 ¸ 1;donc aussu UN+2 ¸ 1
A partir de la la suite est strictement croissante .Elle converge vers l > 1 ou elle diverge vers +1:D'aprµes la question
seule la seconde solution est possible.

(UN +1 ¸ UN et UN+1 ¸ UN¡1) ) lim (UN ) = +1



5. Même principe :

a)Supposons que UN +1 · UN et UN +1 · UN¡1 alors, vu la question pr¶ec¶edente, on sait que sgn (UN +2 ¡ UN+1) =
sgn (UN+1 ¡ UN¡1) et donc UN +2 · UN+1 · UN .

b)Par r¶ecurrence on a alors
8p ¸ N; Up+2 · Up+1 · Up:

c) Si Un = Un+1 alors (toujours Q3) Un = Un¡2 , et donc comme la suite est d¶ecroissante µa partir du rang N , pou
n ¡ 2 ¸ N , Un = Un¡1 = Un¡2 . On a trois termes cons¶ecutifs ¶egaux : la suite est constante . Ce qui est exclu par l
sujet.

la suite (Un) est strictement d¶ecroissante µa partir du rang N

d) On prend X = UN +1; Y = UN et donc UN+2 = X2+Y 2

2 on a donc par d¶ecroissance X2+Y 2

2 · X · Y donc Y = UN ·
On a UN+2 · 1 puis une suite qui d¶ecrô³t strictement.. La seule limite possible est 0 (cf question 1) on a

(UN+1 · UN et UN+1 · UN ¡1) ) lim (UN ) = 0

6. a) par l'absurde on suppose U0 = U1 et on distingue trois cas :

² U0 = U1 = U2 alors la suite est constante d'aprµes Q1c) , absurde par hypothµese

² U0 = U1 > U2 les hypothµeses de I4 avec N = 1 s'appliquent lim (Un ) = +1 absurde par hypothµese

² U0 = U1 < U2 les hypothµeses de I5 s'appliquent lim (Un ) = 0 absurde par hypothµese

b) même principe :(n ¸ 2 pour que Un¡2 existe)

² si Un = Un¡1 la m¶ethode du a) prouve que c'est absurde en prenant les 3 cas pour Un+2 : donc Un 6= Un¡1

² si Un < Un¡1 et si Un · Un¡2 alors lim (Un) = 0 en prenant N = n ¡ 1 dans la question 5::donc Un < Un¡1 )
Un¡2 < Un < Un¡1

² de même avec la question 4 Un > Un¡1 ) Un¡2 > Un > Un¡1

pour n ¸ 2 , Un est strictement compris entre Un¡2 et Un¡1

c) On applique par r¶ecurrence la question pr¶ec¶edente :

² U2 est strictement compris entre U0 et U1 donc U0 < U2 < U1

² U3 est strictement compris entre U1 et U2 donc U0 < U2 < U3 < U1

² U4 est strictement compris entre U2 et U3 donc U0 < U2 < U4 < U3 < U1

² On suppose que pour p ¯x¶e U0 < U2 < ¢ ¢ ¢ < U2p < U2p+1 < ¢ ¢ ¢ U1

alors comme U2p+2 est strictement compris entre U2p et U2p+1 , puis comme U2p+3 est strictement compris entr
U2p+1 et U2p+2 on a :

U0 < U2 < ¢ ¢ ¢ < U2p < U2p+2 < U2p+3 < U2p+1 < ¢ ¢ ¢ U1

La suite des termes paires et croissante major¶ee par U1 elle converge vers ¸ > 0 (car ¸ ¸ U2 > U0 ¸ 0 )

La suite des termes impairs est d¶ecroissante minor¶ee par 0 donc elle converge vers ¹

Comme U2n+1 = U2
2n+U2

2n¡1
2 on a ¹ = ¸2+¹2

2 et de même ¸ = ¹2+¸2

2 donc ¸ = ¹ > 0 et donc en reportant ¸2 = ¸ et ¸ >
donc ¸ = 1

Remarque : je n'arrive pas µa utiliser directement le th¶eorµeme des suites adjacentes en prouvant lim (U2n+1 ¡ U2n ) = 0

d) parfaitement sym¶etrique avec (U2n) d¶ecroissante strictement , (U2n+1) croissante strictement et ¹ > 0

si la suite non constante ne converge pas vers 0 et ne diverge pas vers +1 , elle converge vers 1

remarqu : comme une suite (Un) constante qui ne converge pas vers 0 converge vers 1 , le r¶esultat peut-être ¶etendu.

e) On prend un (x; y) 2 Q et on s¶epare les cas pour la suite (Un) :

² (Un) est constante ¶egale µa 0 : lim (Un) = 0 et (x; y) 2 E0

² (Un) est constante ¶egale µa 1 : lim (Un) = 1 et (x; y) 2 E1

² (Un) est non constante de limite nulle : (x; y) 2 E0

² (Un) est non constante de limite in¯nie : (x; y) 2 E1
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² (Un) est non constante de limite ni nulle ni in¯nie alors d'aprµes le d¶ebut de cette question lim (Un ) = 1: (x; y) 2 E
On a vu tous les cas possibles :

Q = E0 [ E1 [ E1

7. a) Si UN > 1 et si UN+1 > 1 une r¶ecurrence double donne n ¸ N =) un > 1 et donc la suite n'est pas constante et n
peut pas converger vers 0.

Si elle ne converge pas vers +1 la question pr¶ec¶edente s'applique et donc les termes de la suite sont alternativement plu
petit et plus grand que la limite 1 . Absurde car on a deux termes cons¶ecutifs strictement plus grand que 1 .

b) idem car n · N =) un < 1 on a donc soit la suite constante nulle (qui tend vers 0) soit une suite non constante e
on utilise la question 6 .

On a donc une description de la position de Un par rapport µa 1 qui va toujours servir:

² si deux termes cons¶ecutifs sont > 1 la suite diverge vers +1
² si deux termes cons¶ecutifs sont < 1 la suite converge vers 0

² si la suite oscille autour de 1 elle converge vers 1

² il n'y a pas d'autres cas possibles.

DEUXIEME PARTIE
1. ¯gures en annexe

a) U2(x; y) = 1 () x2 + y2 = 2 , cercle de centre O et de rayon
p

2

b) U3 (x; y) = 1 , 1
2

µ
y2 +

³
x2+y2

2

´2
¶

() 4y2 +
¡
x2 + y2

¢2 = 8 ()
¡
x2 + y2

¢
=

p
8 ¡ 4y2 et y ·

p
2 , x2 =

p
8 ¡ 4y2 ¡ y2 et y ·

p
2 (car y ¸ 0)

On doit avoir
p

8 ¡ 4y2 ¡ y2 ¸ 0 ce qui ¶equivaut µa
p

8 ¡ 4y2 ¸ y2 . comme tout est positif on ¶etudie 8 ¡ 4y2 ¸ y4 so
y4 + 4y2 ¡ 8 · 0 on r¶esout Y 2 + 4Y ¡ 8 = 0 : y ·

p
2
p

3 ¡ 2

On a donc :

U3 (x; y) = 1 , x =
qp

8 ¡ 4y2 ¡ y2 et 0 · y ·
q

2
p

3 ¡ 2

On peut constater sans calcul de d¶eriv¶ee que h d¶ecrô³t : y¡ > 4y2 d¶ecrô³t et p croit donc y¡ >
p

8 ¡ 4y2 d¶ecrô³t ...

On doit calculer h0 pour pr¶eciser les tangentes :

h0(y) =

¡4yp
8¡4y2

¡ 2y

2h(y)

d'oµu h(0) =
p

2
p

2 , h0(0) = 0 , h
³p

2
p

3 ¡ 2
´

= 0 avec une tangente verticale . D'oµu le graphe de h et celui de C3 pa
sym¶etrie par rapport µa la premiµere bissectrice.

c) L'intersection de C2 et C3 est obtenue pour U2 = U3 = 1 , donc (11d) pour la suite constante ¶egale µa 1 : C2 \ C3 =
f(1; 1)g
d) tout point µa l'int¶erieur de C2 et C3 v¶erī e U2 < 1 et U3 < 1 donc est dans E0 d'aprµesI7 . de même tout point ext¶erieu
aux deux surfaces est dans E1 .

2. a) r¶ecurrence double : U0 et U1 sont continues et si Un¡1 et Un sont continues Un+1 est continue comme produit e
combinaison lin¶eaire de fonctions continues.

b) Si la suite (Un(x; y)) converge vers 0 tous ses termes µa partir d'un certain rang sont plus petit que 1/2 : 9N
¸ N ) Un(x; y) · 1=2 . par continuit¶e de la fonction UN on a donc UN (x0; y0) < 1 pour tout point (x0; y0) assez proch
de (x; y) et de même pour UN +1. Donc d'aprµes I:7 (Un(x0; y0)) converge vers 0:

remarque : avec le cours de sup sur les fonctions de deux variables on peut am¶eliorer la r¶edaction avec des quanti¯cateur

8" > 0 , 9´ > 0 sup(jx ¡ x0j ; jy ¡ y0j) · ´ ) (x0; y0) 2 E0

idem pour E1 n > N =) Un(x; y) ¸ 2 =) Un(x0; y0) <> 1 pour (x0; y0) assez proche de (x; y)
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3. a)pour k > 1 : r¶ecurrence double U0(kx; ky) = kx ¸ x = U0(x; y) , U1(kx; ky) = ky ¸ y = U1(x; y) . Si Un(kx;ky) ¸
kUn(x; y) et Un¡1(kx; ky) ¸ kUn¡1(x; y) alors Un(kx; ky) ¸ kUn(x; y) car pour k ¸ 1 , k2 ¸ k

idem si k < 1 car alors k2 · k

b) Si M 2 E0 alors lim (Un) = 0 donc µa partir d'un certain rang Un(x; y) < 1 . la question pr¶ec¶edente donne pour k <
Un (kx; ky) < 1 donc d'aprµes I.7(kx; ky) 2 E0 .Le r¶esultat est ¶evident si k = 1 donc le segment [OM ] 2 E0

c) Idem avec plus grand que 1: : M 2 E1 ) lla demi droite [M; :::[2 E1

d) Si M 2 E1 : lim (Un (x; y)) = 1 . soit k < 1 on a donc Un(kx;ky) · kUn(x; y) . et on ¯nit par l'absurde en passant
la limite :

² (kx;ky) 2 E1 ) lim (Un(kx; ky) = 1 ) 1 · k absurde

² (kx;ky) 2 E1 ) lim (Un(kx; ky) = 1 ) +1 · k absurde

donc k < 1 ) (kx; ky) 2 E0 . de même k > 1 ) (kx; ky) 2 E1

E0 \ D = [0; M [ , E1 \ D = fMg ; E1 \ D =]M; :::[

4. a)

² O est un point de D \ E0 donc d'aprµes II:2 tout point voisin de O est aussi solution.

² Si D n'est ni horizontale ni verticale D contient des points v¶eri¯ant x > 1 et y > 1 donc U0(x; y) > 1 et U1(x; y) >
donc (x; y) 2 E1 toujours I:7
Si D est horizontale on prend (2; 0) et on v¶eri¯e U2(2; 0) > 1 et U3(2; 0) > 1:::Idem si D est verticale.

² d'aprµes II:3:d il y a au plus un point de E1

² rq :la ¯gure obtenue au II.1.d montre un morceau de D dans E0 et un dans E1::On peut aussi l'utiliser en justī an
que D coupe C2 et C3

b) Il existe un T tel que MT 2 E1 . D'aprµes II.3.c on a alors t ¸ T ) Mt 2 E1 ) Mt =2 E0 . T majore ­ .

­ ¶etant non vide major¶e dans R , ° existe bien.

c) Soit t < ° . comme ° = sup (­) il existe t0 > t et t0 2 ­ . donc Mt0 2 E0 et Mt 2 [O; Mt0] . Donc Mt 2 E0 d'aprµe
II.3.b

d) Si M° 2 E0 la question II.2 dit que tout point voisin de M° est dans E0 . 9® > 0 , j° ¡ tj · ® ) t 2 E0 . E
particulier ° + ® est un point de ­ strictement plus grand que sup(­)

Si M° 2 E1 , il existe ® > 0 tel que M°¡® 2 E1 . Or M°¡® 2 [0; M° [ donc d'aprµes le d¶ebut du II.4 M°¡® 2 E0
absurde

donc d'aprµes la partition du I:6 M° 2 E1

5. machine µa calculer obligatoire . On prend des valeurs x et on calcule la suite Un(x; 0) . si on trouve deux terme
cons¶ecutifs strictement inf¶erieur µa 1 (x; 0) 2 E0 et x < ®

et si on trouve deux termes > 1 on a x > a:

On sait d¶ejµa (cf le graphe de II.1 ) a 2
hp

2;
p

2
p

2
i

= [1; 41; 1; 68] , donc a = 1; 4 ou 1;5 ou 1; 6 par d¶efaut

on trouve U3(1; 5; 0) < 1 et U5(1; 5; 0) < 1 donc 1; 5 < a puis U4(1; 6; 0) > 1 et U5(1; 6; 0) > 1 donc a < 1:6

a = 1; 5 µa 0; 1 par d¶efaut

6. On complµete la ¯gure du II:1 Le graphe de E1 est une courbe comprise entre C2 et C3 .

TROISIEME PARTIE
non r¶edig¶e

1. pour n ¸ 1 : Un+1 = U2
n
2 + U2

n¡1
2 ¸ U2

n
2 . on a donc (translation d'indice) pour n ¸ 2 : U2

n¡1
2 · Un et ... Un+1 · U2

n
2 + U

2. a)avec le changement de notation v2
n · vn+1 · v2

n + vn . D'oµu

zn+1 ¡ zn =
1

2n+1 ln
µ

vn+1

v2
n

¶
2

·
ln(1);

1
2n+1 ln(1 +

1
vn

)
¸

reste µa v¶eri¯er ln(1 + x) · x pour x ¸ 0 : in¶egalit¶e de concavit¶e en (1;0) ou ¶etude de Áx) = x ¡ ln(1 + x)
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b)Comme (un) tend vers +1 , (vn) tend aussi vers +1 . donc
P

zn+1 ¡ zn est un s¶erie µa termes positifs les terme
¶etant n¶egligeables devant 1

2n+1 . comme
P 1

2n+1 converge on a
P

zn+1 ¡ zn converge

donc (comparaison suite Ã! s¶erie) la suite (zn) converge .

c)on a L¡ zn =
P+1

k=n (zn+1 ¡ zn ) . L'encadrement de zn+1 ¡ zn donne 0 · L¡ zn · P+1
k=n

1
2k+1

1
vk

. La suite (Un ) cro

donc ... la suite
³

1
Vn

´
d¶ecrô³t.

0 · L ¡ zn · P+1
k=n

1
2k+1

1
vn

= 1
2N

1
vn

(somme d'une s¶erie g¶eom¶etrique)

en revenant µa vn on a
M (2n)e¡1=vn · vn · M (2n)

comme lim(vn ) = +1 ... un » 2M (2n)

d) On a 0 · 2M (2n) ¡ Un · M (2n)
¡
1 ¡ e¡1=vn

¢ · M (2n) 1
vn

car pour x ¸ 0 : 1 ¡ e¡x · x par concavit¶e de e¡x en (0; 1
ou ¶etude de la di®¶erence

3. or M (2n) · vne1=vn donc 0 · 2M (2n) ¡ Un · e1=vn · e1=2 car Un ¸ 4

4. on a U6 = 1501594 . On a donc 26v6 > 106 et donc d'aprµes III.2.c L = zn µa 10¡6 par d¶efaut 10¡6 : L = 0; 211388 µa 10¡

par d¶efaut

On a donc ln(v20) = 220z20 . En n¶egligeant 1
220v20

· 1
220v6

· 10¡10 on a z20 = L et donc z20 2 [0; 211388; 0;211389]

donc ln(v20) 2 [221656; 38; 221657; 44] , comme ln(Un ) = ln(2) + ln(vn) et ln10(U20) = ln(U20)
ln(10) on a ln10(U20)

[96264; 34; 96264; 92]
U20 a 96265 chi®res
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