PREMIERE PARTIE

1. a)Soit U,, = a une suite constante alors on a a = 3(a”+ a*) soitlbe=0ocua=11
Réciproquement, les suites constantes égales a 0 ou 1 sont dans S.
b)Si [ est une limite finie d’une suite (U,,) de S alors, par passage & la limite dans la relation (R) on obtient [? =1 .

Comme tous les termes de la suite (U, ) sont positifs, la seule limite infinie possible est +oc.

[=0.1=10oul=+40cd

¢)SiUn_1 = Un = Uyy1 = a alors, comme a la question a. on a a = a?donca=0oua=1

Par récurrence double sur n > N, U, =a et U471 = a alors U412 = % (U721+1 + UT%) =aDoncVn >N U, =a

mais il ne faut pas oublier les n < N :

Par récurrence décroissante double pour n < N si U,, = a et U, 41 = a alors U?_; = 2U,41 — U? = 2a — a® = a® ¢

n
comme U,_1 >0eta>0:U,_1 =a

[Si la suite a trois termes consécutifs égaux alors la suite est constante égal & 0 ou & 1|

d)Si U,_1 = U, =1 alors on a aussi U, +1 = 1 et on applique la question précédente.

€)Si U,, = 0 avec n > 2 alors % (U2_,+UZ2_)=0donc U, = U,_1 = U,_2 =0, on applique la aussi la question c.

2. cf figure a la fin

a) X = 0 est une droite verticale , X=Y est une droite de pente 7/4 , X? + Y2 —2Y = X2 4 (Y —1)* = 2 est le cerc
de centre (0,1) de rayon 1 .

D’ou le domaine définie par les inéquations . On oit que pour (X,Y) # (0,0) Y > 1

(0<x<y<X2)— (v >10uX =V =0)

par le calcul : Y>X>0=Y?> X2 et donc avec X2+ Y?2>2Y on trouve 2Y2>2X%2doncY >1ouY < 0. Dar
le second cason a 0 < X <Y <0donc X =Y =0

b) On a cette fois ci le cercle de centre (1,0) de rayon 1
On a maintenant X2 < Y2 donc 2Y? < 2Y donc Y € [0, 1]

(2= <x<y)=v<l

3.0naU,y —U, =3 ((U2+U2,) - (U2, -U2,)) =3(U2 -U2_,) = 2(U, — U, _2) (U, +U,_2) . Et comme ]
suite est & valeurs dans RT on a :

sgn (U‘IL+1 - Un) = sgn (U‘IL - UTL—2)'

4. a)Supposons que Unxi1 > Uy et Uyyg > Un_y alors, vu la question précédente, on sait que sgn (Uni2 — Unt1) -
sgn (Uny1— Un_1) et donclUn oo > Uniy > Unl

b)Par récurrence on a alors
Vp > N, Upyo 2 Upy1 > U,

En effet si Upqo > Upy1 > U, alors d’apres la question 3) avec n = p+2 :Upys > Upyo et Uppo > Upyq est déja suppor
vrai.

¢) Si U, = Upy1 alors (toujours @3) U, = U,_2 , et donc comme la suite est croissante a partir du rang N : pot
n—2>NU,=U,_1 =U,_ 5. On atrois termes consécutifs égaux : la suite est constante . Ce qui est exclu par
sujet.

[la suite (U,) est strictement croissante & partir du rang N +

d) Onprend X = Uy,Y = Uny4q et donec Uyio = X—ng—z on a donc par croissance X <Y < X—Z'Q"Y—2 doncY =Uny1 >
ou Uy =Upn41 = 0. lesecond cas est exclus car la suite n’est pas constante. Donc Uy 41 > 1,donc aussu Unyo > 1
A partir de la la suite est strictement croissante .Elle converge vers [ > 1 ou elle diverge vers +o00.D’apres la question
seule la seconde solution est possible.

(Uny12Un et Uny1 > Un-1) = lim (Uy) = +o00



5. Méme principe :

a)Supposons que Uyy; < Un et Uvg1 < Uny—; alors, vu la question précédente, on sait que sgn (Uyyo2 — Uni1) -
sgn (Uns1— Un—1) et donclUnuo < Unay < Unl

b)Par récurrence on a alors
vp > Na Up+2 < Up+1 < Up-

c) Si U, = Uy, alors (toujours Q3) U, = U,_2 , et donc comme la suite est décroissante a partir du rang N, pot
n—2>N,U,=U,_1 =U,_5 . On a trois termes consécutifs égaux : la suite est constante . Ce qui est exclu par
sujet.

[la suite (U,) est strictement décroissante & partir du rang M

d) Onprend X =Uny1,Y = Uy et donc Uyio = 'Xz—;—ﬁ on a donc par décroissance 'Xz—;—ﬁ <X<YdoncY =Upn <

On a Upyyo < 1 puis une suite qui décroit strictement.. La seule limite possible est 0 (cf question 1) on a

Uy <Unvet Uy, 1 <Uy_1)=1lim(Uy) =0

6. a) par 'absurde on suppose Uy = U; et on distingue trois cas :

e Uy=U; = U, alors la suite est constante d’aprés Qlc) , absurde par hypothese
e Uy =U; > Us les hypotheses de 14 avec N = 1 s’appliquent lim (U,,) = 400 absurde par hypothese
e Uy =U; < Uj les hypotheses de I5 s’appliquent lim (U,,) = 0 absurde par hypothese

b) méme principe :(n > 2 pour que U, _o existe)

e si U, = U,—_1 la méthode du a) prouve que c’est absurde en prenant les 3 cas pour U,2 : donc U, # U,,_1

e siU, < U,_1 et si U, <U,_9 alors lim (U,) = 0 en prenant N = n — 1 dans la question 5::donc U,, < U,_1 =
U,o<U,<U,_4

e de méme avec la question 4 U, > U, 1 = U, > U, > U,_1

[pour n > 2 . U, est strictement compris entre U,_o et U,_4|

¢) On applique par récurrence la question précédente :

U, est strictement compris entre Uy et U; donc Uy < Uy < Uy

Uj est strictement compris entre U; et Us donc Uy < Uy < Us < Uy

U, est strictement compris entre Uy et Uz donc Uy < Uy < Uy < Uz < Uy

e On suppose que pour p fixé Uy < Uy < -+ < Uszp < Uspyq1 < --- Uy
alors comme Uspy o est strictement compris entre Usy, et Uzpiq , puis comme Uspyz est strictement compris entr
Uaspt1 et Uspyo on a:

Uy< Uy <---< U2p < U2p+2 < U2p+3 < U2p+1 <---U;
La suite des termes paires et croissante majorée par U; elle converge vers A > 0 (car A > Uy > Uy >0 )
La suite des termes impairs est décroissante minorée par 0 donc elle converge vers p

U2 +U2 2,2 N 2,42
Comme Uy 1 = —2“'+—22‘=" onap = 'A—;'““ et de méme \ = uzA- donc A = g1 > 0 et donc en reportant A> = Aet A >
donc A =1
Remarque : je n’arrive pas a utiliser directement le théoreme des suites adjacentes en prouvant lim (Us,41 — Uz, ) = 0

d) parfaitement symétrique avec (Us,) décroissante strictement , (Uszy41) croissante strictement et u > 0

|Si la_suite non constante ne converge pas vers 0 et ne diver,g;e pas vers 400 . elle converge vers ].I

remarqu : comme une suite (U,) constante qui ne converge pas vers 0 converge vers 1 , le résultat peut-étre étendu.

e) On prend un (z,y) € @ et on sépare les cas pour la suite (U,) :

e (Un) est constante égale & 0 : lim (U,) =0 et (z,y) € Ey

(
*
* (

(

U
Un) est constante égale & 1 : lim (U,) =1 et (z,y) € Ey
U,,) est non constante de limite nulle : (z,y) € Ey

)
U,) est non constante de limite infinie : (x,y) € Fo



e (U,) est non constante de limite ni nulle ni infinie alors d’apres le début de cette question lim (U,,) = 1: (z,y) € F

On a vu tous les cas possibles :

@=F UFr UFE.]

7.a) SiUy > 1etsi Uysq > 1 une récurrence double donne n > N = u,, > 1 et donc la suite n’est pas constante et r
peut pas converger vers 0.

Sielle ne converge pas vers +o0o la question précédente s’applique et donc les termes de la suite sont alternativement plt
petit et plus grand que la limite 1 . Absurde car on a deux termes consécutifs strictement plus grand que 1 .

b) idem car n < N = u,, < 1 on a donc soit la suite constante nulle (qui tend vers 0) soit une suite non constante ¢
on utilise la question 6 .

On a donc une description de la position de U,, par rapport & 1 qui va toujours servir:
e si deux termes consécutifs sont > 1 la suite diverge vers +oo
e si deux termes consécutifs sont < 1 la suite converge vers 0

e si la suite oscille autour de 1 elle converge vers 1

e il n’y a pas d’autres cas possibles.
DEUXIEME PARTIE

1. figures en annexe
a) Us(z,y) =1 <= 22+ y> =2, cercle de centre O et de rayon v/2
2
b) Us (z,y) = 1 & %<y2+<‘2—;”—2) ) = 42+ (2 412)° = 8= (22 +12) = VB-dl ety < V2 & 2?

V8—4dy2 —y? ety < V2 (cary > 0)
On doit avoir v/8 — 432 — y? > 0 ce qui équivaut & /8 — 4y2 > y? . comme tout est positif on étudie 8 — 4y> > y* so
y*+4y? -8 <0onrésout Y24+4Y —8=0:y < V2V3 -2

On a donc :
Us(z,y) =1z =1/8—4y2 —y2 et 0< y < \/wsfz

On peut constater sans calcul de dérivée que h décroit : y— > 4y? décroit et / croit donc y— > \/8 — 4y? décroft ...
On doit calculer i’ pour préciser les tangentes :

—=du

— 2y
Wiy) =L

2h(y)

d’ou h(0) = \/2\/5 ,h'(0)=0,h (\/2\/§ — 2) = 0 avec une tangente verticale . D’ou le graphe de h et celui de C3 pe
symétrie par rapport a la premiére bissectrice.
c) L’intersection de Cs et C5 est obtenue pour Us = Us = 1, donc (11d) pour la suite constante égale & 1 : Co N Cs -
{(1, 1)}
d) tout point a l'intérieur de Cy et C3 vérifie Uz < 1 et Us < 1 donc est dans Ey d’apresl7 . de méme tout point extériet
aux deux surfaces est dans F .

2. a) récurrence double : Uy et Uy sont continues et si U,_1 et U, sont continues U, est continue comme produit ¢
combinaison linéaire de fonctions continues.

b) Si la suite (U,(z,y)) converge vers 0 tous ses termes a partir d'un certain rang sont plus petit que 1/2 : IN
>N = U,(z,y) <1/2 . par continuité de la fonction Uy on a donc Uy (z’,y’) < 1 pour tout point (z’,y’) assez prock
de (z,y) et de méme pour Uy 1. Donc d’apres 1.7 (U, (z',y’)) converge vers 0.

remarque : avec le cours de sup sur les fonctions de deux variables on peut améliorer la rédaction avec des quantificateur

Ve>0,3n>0sup(lz —2',ly—y')<n=(",y) e B

idem pour Eoo n > N = U,(z,y) > 2= U,(2/,y’) <> 1 pour (2/,y’) assez proche de (z,y)



3. a)pour k > 1: récurrence double Uy(kx, ky) = kx > = = Up(x,y) , Ur(kz, ky) = ky > y = Ur(x,y) . Si Uy(kz, ky) .
kU, (z,y) et Up_1(kx, ky) > kU, _1(x,y) alors U, (kz, ky) > kU, (z,y) car pour k > 1, k? >k

idem si k < 1 car alors k2 < k

b) Si M € Ej alors lim (U,,) = 0 donc & partir d’un certain rang U, (z,y) < 1. la question précédente donne pour k <
U, (kz,ky) < 1 donc d’apres 1.7(kx, ky) € Ey .Le résultat est évident si k =1 donc lle segment [OM] € Eq

c) Idem avec plus grand que 1.: M € E, = lla demi droite [M,...[€ E

d) Si M € Ey : lim (U, (z,y)) =1 . soit £k <1 ona donc Uy, (kz,ky) < kU,(z,y) . et on finit par 'absurde en passant
la limite :

o (kx,ky) € By = lim (Up(kz,ky) =1=1 < k absurde
o (kx,ky) € Ex = lim (U, (kx, ky) = 0o = +o00 < k absurde

donc k < 1= (kz,ky) € Eg . de méme k > 1= (kx,ky) € Fp

[EecnD=10.M[.E.0D={M} . E_. 0D =|M...]

e O est un point de D N Ey donc d’apres 1.2 tout point voisin de O est aussi solution.

e Si D n’est ni horizontale ni verticale D contient des points vérifiant x > 1 et y > 1 donc Up(z,y) > 1 et Uy (x,y) >
donc (z,y) € Ey toujours 1.7

Si D est horizontale on prend (2,0) et on vérifie U(2,0) > 1 et U3(2,0) > 1...Idem si D est verticale.
e d’apres I1.3.d il y a au plus un point de E;

e rq :la figure obtenue au II.1.d montre un morceau de D dans Fy et un dans F,..On peut aussi ’utiliser en justifiar
que D coupe Cs et C3

b) Il existe un T tel que My € E,, . D’apres IL3.c on a alors t > T = M, € E,, = M, ¢ Fy . T majore {2 .
Q étant non vide majoré dans R , v existe bien.

c) Soit t < . comme v = sup (Q) il existe t’ > tet ' € Q. donc My € Eg et My € [O, My] . Donc M; € Ey d’apr¢
II.3.b

d) Si M, € Ey la question II.2 dit que tout point voisin de M, est dans Ey . 3o > 0, |[y—t| < a =t € Ey . E
particulier v + « est un point de €2 strictement plus grand que sup(2)

Si M, € Eo , il existe @ > 0 tel que My_o € Eo . Or My_, € [0,M,[ donc d’apres le début du I1.4 M,_, € Ey
absurde

donc d’apres la partition du 7.6

5. machine & calculer obligatoire . On prend des valeurs x et on calcule la suite U, (z,0) . si on trouve deux terme
consécutifs strictement inférieur & 1 (z,0) € Eg etz < «

et si on trouve deux termes > 1 ona x > a.
On sait déja (cf le graphe de I1.1 ) a € {\/5, vV 2\/5} =[1,41;1,68] , donc a = 1,4 ou 1,5 ou 1,6 par défaut

on trouve Us(1,5;0) < 1 et Us(1,5;0) < 1 donc 1,5 < a puis Uy(1,6;0) > 1 et Us(1,6;0) > 1 donc a < 1.6

la=1.52a 0,1 par défauf

6. On complete la figure du 7.1 Le graphe de E; est une courbe comprise entre Cy et Cj .
TROISIEME PARTIE
non rédigé

v | U2 U2 . Lo U2 U2 .
L pouwrn>1: Upy1 =" —1——‘2‘;" > = . on a donc (translation d’indice) pour n > 2 : —“2;" <Upet..Up1 <5 +U

2. a)avec le changement de notation v2 < v, 11 < v2 +v, . Dolt

1 Vi 1 1
ol = 20 = G In (v_,%) € {ln(l),ﬁln(l—l— )

Un

reste & vérifier In(1 + z) < x pour = > 0 : inégalité de concavité en (1,0) ou étude de ¢z) = = — In(1 + x)



b)Comme (u,) tend vers +o00 , (v,) tend aussi vers +o0o . donc Y z,41 — 2z, est un série & termes positifs les terme
étant négligeables devant # . comme Zzn—lﬂ converge on a

|7 Zntl — Zn convergd

donc (comparaison suite «— série) la suite (z,) converge .

c)ona L—2z, =32 (2441 — 2n) . L'encadrement de 2,41 — 2, donne 0 < L — 2, < > 1> s U—lk . La suite (Up,) cro

donc ... la suite (ﬂ-) décroit.

0<L-2,< EZS; T = 55 (somme d’une série géométrique)

en revenant a v, on a
2™y 1 om
Mo < < M3

comme lim(v, ) = +00 ...

d)Ona0< 2MCM — U, < M@") (1 — e—l/’vn) < M(2");3Ln car pour x > 0:1 —e~* < x par concavité de e~ en (0,
ou étude de la différence

.or M@" < vpet/ U done 0 < 2M 2" — U, <e'/vn < e'/2 car U, > 4

. ona Usg = 1501594 . On a donc 2%vs > 106 et donc d’apres II1.2.c L = 2,, 4 10~6 par défaut 10-6 : L = 0,211388 & 10~
par défaut

On a donc In(vy) = 22025 . En négligeant 22+Uzo < 22—(1)1)6 < 1071% on a 299 = L et donc 290 € [0,211388;0,211389]

donc In(veg) € [221656,38,221657,44] , comme In(U,) = In(2) + In(v,) et Injg(Usp) = %%l on a Inqg(Us)

[96264, 34; 96264, 92]
[Us0 2 96265 chiffred




