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DEUXI~ME EPREUVE DE MATH~MATIQUES UUHEE : 4 heures 

Les culculutrices programmables et alphanumériques sont autorisées sous réserue des conditions de;/inies 
dam la cimuluire no 86-228 du 28 juillet 1986. 

Notations : 

Pour tout entier m strictement positif, 311, (C) dCsigne I'algElre des matrices carrées d'ordre rn à coetficieiits 

A toute matrice N de 311, (C), on associera Yendomorphisme de l'espace vectoriel C'" défini par la matrice N 

complexes. 

reiativement A la base canonique de C". L'identitC de C m  est notdt: id. 

P R E M I ~ R E  PARTIE 

., 
Dans cette partie, M et A sont deux matrices de 3K, (C), avec m 2 , p ct f Icurs eridoniorpliismes aswcirs. 

1.1. On suppose que M est diagonalisable et que Ma = A; démontrer qiie A est diagorialisiallc. 

1.2. Prouver que si A est diagonalisable, il existe au moins une matrice diag~~iialis~l)le X I  tclle (11lc hl' = A . 

1.3. Prouver que si Ma = A ,  alors M et A cornmutent (MA = AM). 

1.4. a. On suppose que p est une valeur propre de 'p; démontrer qiie pa est une valeur propre de $. 

6. On suppose que x est un vecteur propre de 'p; démontrer que x eut aussi un vecteur propre de çP. la réci- 
proque est-elle vraie ? 

1.5. a. DCmontrer Sbquivalence des 4 propriétés suivantes : 

(1) 'p non injectif; 

(2) O est valeur propre de 'p; 

(3) O est valeur propre de 'pa; 

(4) 'p' non injectif. 

b. Soit )r une valeur propre non nuile de 'pa, et p un nombre complexe tel que +2 = A ;  dimontrer que : 

Ker (qP - A id) = Ker ('p - p id) 3 Ker (9 + p id) . 
c. On suppose que 'pa est diagonalisable; démontrer Séquivaletice suivarite : 

('p diagonalisable) O (Ker 'p = Ker 9'). 

1.6. On suppose que f possède m valeurs propres distinctes; démontrer qu'il n'existe qu'un nombre fini d'endornor- 
phismes v tels que va = f et qu'ils sont tous diagonalisables. 
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1.8. m et A sont à nouveau quelconques. 

a. On suppose que J est diagonalisable et que l'une au moins de ses valeurs propres est non nulle avec un ordre 
de multiplicité supérieur ou ésa1 à 2. Démontrer qu'il existe une infinité d'endomorphismes cp diagonalisables 
tels que p2 = f. 

6. On suppose que J est diagonalisable et que O est valeur propre de f avec un ordre de multiplicité supirieur 
ou égal à 2. DCmontrer qu'il existe une infinité d'endomorphismes 'p non diagonalisables tels que 'p' = f. 
(indication pour a et b : définir cp sur une base de vecteurs propres de/) .  

DELJXI~ME PARTIE 

nuns crttc llartie et les suivantes, on note E = 911, (C) et on utilise les niatrices suivantes de E : 

- 

0 1 0 ,  J =  
O 7 

- o O i J  

O 1 0  

O 0 1  

O 0 0  

, K =  O 0 0  

On pose C (z, y, z) = r 1 + y J + t K pour tout triplet (z, y, z) de Ca. 

M est une matrice quelconque de E. 

On appelle J et 'p les endomorpliismes associés à B ct M. 

11.1. B est-elle diagoiidisalle ? 

11.2.0. Soit (y, z) E Ca et p E O\]*;  calculer (y J + zK)P . 
b. Soit (z, y, z)  E C3 et n E N , II 2 2; calculer [C ( x ,  y, 211" (on trouvera [C (x ,  y, 2))" = C (z", II y ~ " - 1 ,  

1 _ _ _ _  (,1 - 1) x n - z  y' + x n -  1 

2 4) * 

c. Calculer LIn  mir tout entier iiaturc.\ n, en posant Ho = 1. 

11.3. a. Prouver que U est inversiblc CI calculer m i  inverse B-'- - 
b. Pour tout n E g\l* , on pose H - n  = (FI-')"; calciller B - " .  

TROISIEME PAIITIE 

On ddsigne par F I'ensernble cles rriatriues de E qui comriiirteiit avec U (MU = Llhl)./et 'p sont ICS endonior- 
phisrnes associés à il et hl. 

111.1. a. Prouver que F est un sous-espace vectoriel de E. 

b. Prouver que (1, J, K) et (1, B, €3') sont 2 bases de F. 

Ddterrnirier les matrices diagonalisalles de F. c. 
Tournez la page S .  V. P. 
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111.2. On suppose que M IZ F. 

u. Démontrer que tout vecteur propre defest  un vecteur propre da '9. La réciproque est-elle vraie ? 

b. DCmontrer que si z est un vecteur propre de tp , f ( z )  est aussi un vecteur propre de 'p. 

111.3. o. DCterminer le(s) soug-espace($) vectoriel(s) H de Ca stalle(s) parf(f(11) c 11) de diniensior1 1. 

b. DCterrniner le(s) sous-aspace(s) vectoriel(s) H de C' stables par f de dimension 2. 

c. On suppose que M E F. 
DCmontrer que tout sous-espace stable p a r j e s t  aussi stable pur p. IA rici1)roquu est-elle vraie ? 

C)UATRIkJIE PAHTIE 

Pour tout entier naturel p supérieur ou égal B 2, on désigne par R, l'ensenible des matrices hl de E telles qi 
MP = B. 

IV.l. a. Démontrer que R, c F. 

6. Quelles sont les valeurs possibles de det M ? 

IV.2. a. Si p est impair, prouver qu'il existe une seule matrice de R, à coefficients rCels, que l'on diterminera, et qu 
1 

l'on notera B T .  

1 

6 .  Sip est pair, prouver que R, contient 2 matrices i coefhcients réels, que l'on &terminera. On ncJtt!ra B.; 
celle dont le déterminant est strictement positif. 

c .  DCterminer les matrices de R, à coefficients coniplexes. 

IV.3. Caiculer la somme et le produit de toutes les matrices de H, . 

IV.4. Pour tous les réels z, y, z et r, avec z > O, on dhfinit la niatrice [C  (x ,  y, L)]' pur : 

1 
2 [C(r ,  y, z) ] '  = C(zr* r y zr-' * - r (r - 1) xr-! '  ya 4- r zr-I 4 - 

o. Cette definition, appliquhe à la matrice B, est-elle coinpatible avec les résilltats obtenus polir r E: Z , et t ' ~ ' l *  
1 
P 

f = - ( p  E IN*) ? 

b. On pose, pour simplifier, C = C (z, y, z)  et C' = C (z', y', 2') avec z, y, z, X I ,  y' et z' rdels, x > O, 2' i O. 

DCmontrer les formules suivantes : V ( r , s ) E R a  C r t J  = C r  x Ca 

V ( r ,  s )  G IRz (Cr)s = C" 

V r E R  (C x C')' =.C' x C", 


