PCSI1-PCSI2 DNS n°11 a rendre le lundi 25 février 2008 2007-2008

PROBLEME |
Partie 1

Soit E, un R-espace vectoriel. On désigne par I 'application identité de F (I = Idg).

Soit f, un endomorphisme de E, « et § deux réels distincts tels que : (f — al) o (f — 1) = 0.

On pose : F, = Ker(f — al) et Fg = Ker(f — 5I).

1. Prouver les inclusions suivantes : Im(f — 5I) C F,, et Im(f — al) C Fp.

2. Démontrer! que les sous-espaces vectoriels F, et Fj sont supplémentaires dans E.

3. On désigne par p le projecteur sur F, parallelement a Fjg, et par ¢ le projecteur sur Fj paral-
lelement a F,. Expliciter p et ¢ en fonction de f et de I, puis démontrer que : p+¢q = [ et
poq=gqop=0.

4. Vérifier que f = ap + fq.

5. En déduire une expression simple de ’endomorphisme f™ pour tout entier n € N.

6. Démontrer que, si a8 # 0, alors f est un automorphisme de F, et déterminer une expression
de f~1 alaide de f, o et .
Dans ce cas, donner une expression de f™ pour tout entier n € Z.

Partie 11
R? — R?
Dans cette partie, g désigne ’application .
(,y) — glz,y) = (22 +y,z—2y)
1. Démontrer que g est un endomorphisme de ’espace vectoriel R2.

Préciser son noyau et son image : g est-il un automorphisme de R? ?

2. Déterminer I'expression analytique de I'endomorphisme ¢° + 4g + 31.

En déduire P'existence de deux réels a et 3 tels que : (9—al)o(g— 1) = 0 (on choisira a < 3).

3. Déterminer les sous-espaces G, = Ker(g — al) et Gz = Ker(g — 8I) (équation(s) ET famille
génératrice).
4. Déterminer les projections p sur G, parallélement & Gg, et ¢ sur G parallélement & G, (on

demande ici une expression explicite de p(z,y) et q(x,y)).
5. Vérifer qu'on a bien p+qg=1 et ap+ g = g.

6. Déterminer I’endomorphisme g™ pour tout entier n € Z.

LOn pourra éventuellement commencer par prouver 'existence de deux réels a et b tels que I = a(f —al)+b(f—BI)
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Partie I11

Deux masses identiques sont reliées a deux points fixes entre elles par trois ressorts de méme

raideur.
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On admet que les abscisses x; et o des deux masses, repérées par rapport a la position d’équilibre

respective, sont, en fonction du temps ¢, solutions du systéme différentiel suivant :

z{(t) + 2x1(t)
zh(t) + 2xo(t)

1. Démontrer que, pour tout réel ¢ : (zf(t),

2. On pose, pour tout réel ¢ : y(t) =

Que représentent les vecteurs (y(t),

21(t) =

2

(1)

— .Z'Q(f)
— ZEl(t>

et z(t) =
—y(t)) et (2(2),2(1)) 7

0

.
2(1)) = g (z1(t), 22(1)).

2

3. Etablir une équation différentielle vérifiée par y(t) et une équation différentielle vérifiée par

z(t). Résoudre ces équations différentielles.

4. En déduire les solutions x1(t) et x5(t) avec les conditions initiales

il (0) = 0,

5. Ces fonctions sont-elles bornées ?

6. Ces fonctions sont-elles périodiques? ?

71(0) = 0,

IQ(O) -

1,

——GLABBERG

Logic: another thing that

penguins aren’t very good at.

et

20n pourra raisonner par I’absurde et utiliser la dérivation afin d’obtenir d’autres relations. On rappelle que si

pour tout z € R, cos(x + P) = cos(x), alors P est nécessairement un multiple entier de 27, (i.e) il existe k € Z tel que

P = 2kr.
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