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Exercice 1 | Dans ce probléme, on construit deux suites de rationnels qui convergent vers v/2, puis on

compare leurs vitesses de convergence.

lére partie : une premiére suite

On considére les suites p = (pn)neN €t ¢ = (Gn)nen définies par

Po et  pour tout n > 0, Pr+1 P+ 2n
Qo = 1 In+1 Pn+dn

1. (a) Calculer p; et ¢; pour i € {1,2,3,4}.

(
(

)
b) Montrer que, pour tout n € N, les nombres p,, et g, sont des entiers strictement positifs.
(c) Justifier que, pour tout entier n € N, p,, > gy,.

)

(d) Etudier la monotonie des deux suites p et ¢, ainsi que leurs limites éventuelles.

2. On définit une suite réelle u = (uy,)pen en posant, pour tout n € N : u,, = Pn.

an

(a) Exprimer u,41 en fonction de u,, (on trouvera wu,41 = h(u,) ot h est une fonction simple).

2-1
Unp+1 — \/5‘ < \/>2 ‘un - \/5‘

(b) Prouver, directement : pour tout entier n > 0,

En déduire la limite de la suite (uy)pen-
¢) Pour quelles valeurs de n est-on certain que wu,, est une valeur approchée de v/2 a 1072 prés?
(c) q q pp p

On pourra utiliser, dans les majorations, 0 < V2 — 1 < 3

3. (a) Veérifier qu’il existe deux réels a et b tels que, pour tout n € N, p,10 = apny1 + bpn.
(b) En déduire I'expression du terme général de la suite (py,).
(c) De méme, exprimer le terme général de la suite (gy).
Retrouver le résultat de la question 2b.

4. Une autre méthode pour trouver w,, : ’équation h(z) = x posséde deux solutions x; et x5 avec 1 < 2.

Up — T2 L . . p L p

——= : vérifier que la suite (g )nen est une suite géométrique. Montrer que ce résultat
Up — T
permet de retrouver ’expression de u, trouvée a la question 3c.

On pose g, =

2éme partie : une seconde suite

On considére la suite réelle v = (v, )pen définie par :

1 2
vo=1, etpourtout neN, v, = B <vn + v>.
n

1. Calculer v; pour i € {1,2,3,4}.
2. Montrer que, pour tout n € N, v, est bien défini, et est un nombre rationnel appartenant a l'intervalle
[1,2].
vy — V2)?
3. Observer que, pour tout n € N : v, 1 — V2 = M
4. En déduire que (v,) converge vers v/2.
2Tl
Indication : en posant &, = |v, — ﬂ|, commencer par montrer qu'on a 0 < 9, < 2 (20) .

5. Pour quelles valeurs de n est-on certain que v, est une valeur approchée de v/2 & 1072 pres ?
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3éme partie : comparaison des vitesses de convergence

1. Donner les valeurs décimales approchées de us, v3 et v/2 a la précision 1070 (a I'aide de la calculatrice).
Up — \@
Uy — \/Q '

(a) Exprimer ¢, en fonction de t,, u, et vy,.

2. On pose t, =

Vérifier qu'on a t, 41 = t, X &, ou (g,,) est une suite de limite nulle.
(b) Montrer que la suite (|t,|)n>0 est décroissante & partir d'un certain rang.
(c) En déduire la limite de la suite ().

3. En posant A, = |u, — v/2| : que peut-on en conclure concernant la comparaison des suites (A,) et
(6,) ? Quelle est celle des deux suites (uy,) et (v,) qui converge le plus rapidement vers /2 ?

4. Compléments (facultatif)

(a) Enrepartant de la question 2a : montrer que, pour toute constante C' €]0, 1], il existe une constante
A > 0 et un rang Ny a partir duquel on a [t,| < AC™.

(b) En déduire que, pour toute constante D €]0,1[, on a : |t,| << D" (i.e) [t,| = o(D") : autrement
dit, la suite (|¢,|) est négligeable devant toute suite géométrique de limite nulle.

Pour n € N*, on considére I',,, la courbe représentative d’équation y = cos™(x) tracée sur [0, 5]
dans le repére orthonormal R = (O, i, ;) On note d,, = la distance de O a T';, : par définition, c’est la borne

inférieure de ’ensemble des longueurs OM avec M parcourant I'y,. Ainsi, d,, = d(O,T'y,) = inf{OM|M € T',,}.
Graphiquement : on a 'impression que d, est une quantité qui tend vers zéro lorsque n tend vers +oco. Le
but de cet exercice est de prouver ce résultat, et méme mieux, de trouver un équivalent simple de d,, (et ceci
sans pouvoir calculer explicitement cette quantité d,,).

s

1. Vérifier que le calcul de d,, revient & chercher la borne inférieure, sur I'intervalle [0, §

gn définie par g, (t) = t2 + cos?™(t).

|, de la fonction

2. On pose p(t) = g,,(t) (dérivée de gy,) : calculer les dérivées premiére et seconde de la fonction .
En déduire I'existence d’un unique élément dans ]0, 5[, que 'on notera z,, tel que ¢ est négative sur
10, 2, [, nulle en x,, et positive sur |z, 5[.

3. En déduire que d2 = g, (z,), olt @, est I'unique élément de |0, 3| vérifiant cos®" ' (z,,) =
On va désormais étudier le comportement de la suite (x5, )n>1.
4. Démontrer que, pour tout ¢ €]0, Z[ : 2¢ < sin(t) < t.

1
Utiliser ce résultat pour justifier I'équivalent cos(zy,) ~ ()2~ (lorsque n — +00).
In(n)
2n

Inn
o

5. En déduire la limite de z,,, puis I'équivalent In(cos(x,)) ~ — , et finalement x,, ~

1
2 (1,) ~ e Enfin, donner un équivalent simple de d,.

6. Justifier qu’on a : cos
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