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PROBLEME |

On définit la fonction f par : f(x)
1.

(a)

1

T 1ltata?
Justifier que f est définie sur R.

Déterminer les variations de f et de f’ sur R.
Montrer que f posséde un et un seul point fixe, noté «, et que o € [%, 1}.
Chercher le développement limité de f a l'ordre 3 en z = 0.

Tracer la courbe représentative de f a I’aide de ces renseignements.

On définit la suite (uy,)nen par :
1

u=1 e VneN, u,=7F[ (u,)=——.
0 1= fun) 1+, +u?

Justifier que, pour tout n € N : % < u, < 1.

Montrer qu’il existe une constante C' €]0, 1] telle que :
vz € [3,1], |f'(z)] < C.
En déduire : Vn € N, |u, —a| < C™. Conclusion ?
Indiquer une méthode, puis 'appliquer, permettant d’obtenir une valeur approchée de «
a 1073 pres.
Montrer que, pour tout entier n € N, il existe un polynéme P, dans R[X] de degré n tel

que :
Pn(x)

(14 2+ 22)nt!

Ve e R, fM(z) =
ot f(™ désigne la dérivée ni*™e de f.
Justifier 'unicité d’un tel polyndéme P, pour chaque entier n.

Etablir :
VneN, Po=1+X+X)P, —(n+1)2X +1)P,.

On note d,, le coefficient dominant de P, : prouver d,, = (—1)"(n + 1)! pour tout n € N.

Rappeler la formule de Leibniz (hypothéses comprises).

En remarquant (1 + z + 2?) f(z) = 1, établir que, pour tout entier n > 2 :
P.+n2X+1)P, 1 +nn—1)(1+X+ X?*)P, 5=

En déduire, pour tout n > 1: P, = —(n+ 1)nP,_;.

Soit # un réel : montrer que, pour n > 2, si 3 est racine de P, et P,_q, alors § est aussi

racine de P, 5. En déduire que, pour tout n > 0 les polynémes P, et P, n’ont aucune

racine réelle commune.

En déduire que, pour tout n > 1, les racines réelles de P, ne sont pas racines de P.

On verra dans le cours sur les polynomes que cela signifie que les racines réelles de P, sont
toutes simples (i.e de multiplicité égale & un).

On désire améliorer ce résultat en prouvant que chaque polynéme P, posséde exactement
n racines réelles deux a deux distinctes.

D’abord, on établit une généralisation du théoreme de Rolle.
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5. Soit a, un réel fixé et g, une fonction définie, continue sur [a, +oo[ et dérivable sur |a, 00|
vérifiant
gla)=0 et lim g(z)=0.

T—+00
(a) On définit la fonction ¢ sur le segment [arctan(a), 5| par :
® (%) =0 e Vze [arctan(a),%[, o(x) = g(tanz).

Prouver qu'il existe d € Jarctan(a), Z[ tel que ¢'(d) = 0.

(b) En déduire 'existence de ¢ €]a, 00| tel que ¢'(c¢) = 0.

6. (a) Veérifier que P; a une seule racine qui est réelle, et que P, posséde exactement deux racines,

qui sont réelles et distinctes.

(b) Soit un entier n > 2 : on suppose que P, posséde n racines réelles distinctes, notées et
classées comme : o < g <+ < Q.
e Montrer que, pour tout k € {1,2,...,n}, f™(az) = 0.
e Déterminer les limites de f™(z) lorsque z tend vers 400 ou —oo.
e En déduire que la fonction f™*1 s’annule au moins une fois sur l'intervalle ]a,, +o0].

n+1)

De méme, prouver que f! s’annule au moins une fois sur U'intervalle | — 0o, a4 |.

e Montrer que le polynéme P, posséde exactement (n + 1) racines réelles distinctes.
(c¢) Conclusion?

7. Question complémentaire

(a) Justifier que f posséde un développement limité, en x = 0, & tout ordre n > 0.

On le note f(z) = Z arz® 4+ o(a™). Liens entre les ay et f?
k=0

(b) A T'aide de la question (3b), prouver que, pour tout n € N, a, 12 + an41 + a, = 0.

En déduire que la suite (a,),>0 est périodique.
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