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PROGRAMME n° 12 - semaine du 14/12/2009 au 18/12/2009

CONIQUES + RELATION D’ORDRE

-+

L’ENSEMBLE N DES ENTIERS NATURELS

e Existence et propriétés de N admises : N est non vide, totalement ordonné, N n’a pas de plus grand élément.

v toute partie non vide de N posséde un plus petit élément,
v toute partie non vide de N et majorée posséde un plus grand élément.

e Division euclidienne dans N : pour tout couple (a,b)e NxN* d’entiers naturels, (avec b non nul )
il existe un unique couple d’entiers (q, 1) € NxN tel que :
a=bq+r ET 0<r<b
( q =le quotient et r = le reste dans la division euclidienne deaparb,0<r<b-1).
Remarque : on a également une division euclidienne dans Z
vVaelZ, VbelZ*, 3!(q,r)e IxZ, a=bq+r et 0< r< |b]

e Principe de récurrence (démonstration par propriétés de N). Récurrence simple, récurrence forte.
e Symboles Z et H : propriétés élémentaires. Quelques exemples.

En particulier, si I et J sont des parties finies de N :

S (a,+25)=3 a, 423 b, et ( ):Haix(Hbija

iel iel iel iel iel
in, ;= z le.’ ; (Z X, jj et (cas particulier) :
(i,j)elxJ iel \ jeJ jeJ \iel

Zoor-glor(Ze )20 M -z Mz -5l (zw)
Remarques ch ch ch et Hck Hck Hck (si 1<m<n)

k=m+1 =m+1
n j=m-d j=m—d
z ¢, +A) (Zijanx/l et H(/lck) A X(Hckj, ZC]+d ZCk et Hcﬁd Hck (réindexation)
k=1 j=n—d Jj=n—d
n q
Cas a retenir (CLASSIQUE !) (télescopage) : (“k+1 —uk): u,,, —u, ouencore Z Up — g1 U,
k=0 k=p

L’ENSEMBLE R DES REELS

e On admet I’existence du corps R, I’ensemble des réels muni des deux lois de composition interne + et x
(neutres 0 et 1), de la relation d’ordre total < (rappel des propriétés usuelles reliant <, + et x ).
e R a la propriété de la borne supérieure :

« toute partie non vide et majorée de R posséde une borne supérieure » (admis).

e s x st x>0
e Valeur absolue : définition |x|:{ g <0.Rappels:—|x|£x£|x|, et (-F-A<x<A)s (XLA)
—x sl x
Inégalités triangulaires : ‘ \x\—\y\ \S\xiy\s\xh\y\ |x-y|< |x—z|+|z-Y]

Remarque : dans I’inégalité triangulaire, on a I’égalité [a+b |=|a |+ |b]|ssia et b sont de méme signe.
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Remargue:MaX(X,y)=%(x+y+\x—y|) et Min(x,y)Z% (x+ty—|x=y|)

Remarque : d(a,b) : = | a — b | définit une distance sur R.

e Rappels sur majorant, minorant, plus grand élément, plus petit élément, borne supérieure, borne inférieure
d’une partie A de R.
Rem : toute partie non vide et minorée de R posséde une borne inférieure.

e Caractérisation de la borne supérieure S = sup(A) ou A c R :
« S=sup(A) » & « (S est un majorant de A et, pour tout >0, il existe xeA telque S—e<x<S)»
Idem : « I =inf(A) » < « (I est un minorant de A et, pour tout €>0, il existe xeA telque ISx<I+¢g)»

e Définition de la partie entiére d’'un réel x : E(x) =Max {n €Z |n<x }.

Caractérisation : (nestunentier ET n<x<n+1 )< (n=E(x))|

Remarque : siy est un réel, si m est un entier, si m <y ALORS m < E(y).
Prop : VxeR, EX)<x<E®X)+1 (ie) x-1<E(X)< x

Pour tout ENTIER NeZ : E(x + N) = E(x) + N.

Caractérisation : (peZ etpx<p+tl)=(p=EX))

e Intervalles de R : catalogue (segment, intervalle ouvert, intervalle fermé, intervalle ni ouvert, ni fermé, R et
& sont ouverts et fermés). Notion de point intérieur/adhérent a un intervalle.

Définition de la droite (numérique) réelle achevée : IR =IRyU {— OO,+OO}.

e Déf : une partic A de R est dite convexe si : « VxeA, VyeA, (x<y)=>[x,y]CA».
Autrement dit : ( A est convexe ) < ( VXxeA, VyeA, VA€[0,1], Ax+(1-A)yeA).
Admis : les parties convexes de R sont exactement les intervalles de R (attention : résultat hors programme).

e Approximation décimale d’un réel : pour tout réel x, il existe deux suites (Uy)n0 €t (Vn)n>0 de nombres
décimaux (donc rationnels) telles que (pour tout neN) u, < x < vy, (Un)nso €st croissante, (Vn)n=o décroissante

etpourtout neN : [x —uy| <10 " et [x — vy < 10" (approximation de x par défaut et par excés a 10 " prés).
Rem : | v, —uy <2.10 ", les suites (u,) et (vy) sont des suites adjacentes et lim(u,) = lim(v,) = X.

Conséquence : pour tout réel x, il existe une suite de rationnels (1,)n>0 qui converge vers X.
E(10"x) _E10"x)+1 —E(—lO“x))

Parexemple: u, =—— et v
" 10" ! 10" 10"

(oubien v, =
e « Densité » de Q et de R\Q = [ dans R : entre deux réels distincts (et donc dans tout intervalle de R non vide
et non réduit a un point), il existe un rationnel et un irrationnel (et donc une infinité).
Ceci peut se traduira par : tout intervalle Ja,b[ — R non vide rencontre Q et son complémentaire R\Q = [.
Plus précisément : VaeR, VbeR,

(a<b)=(3FreQ, a<r<b) et (a<b)=(FieR\Q, a<i<b)

Prévisions pour le n°13 : le précédent + les suites réelles (début : suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométriques, linéaires récurrentes doubles) + la
structure de groupe.




