PCSIy Résumé de cours 2009-2010

COMPARAISON DES SUITES REELLES

Définitions de dominée-négligeable-équivalente. Cas général.

Soit u = (up)n>0 et v = (vp)n>0, deux suites réelles ( i.e éléments de 1’ensemble RN).

Définition

On dit que la suite u = (up)p>0 est dominée par la suite v = (vy,)p>0 si on peut écrire, a partir d'un
certain rang : u, = v, X By, ou (By,) est une suite bornée.
On note m On dit aussi que la suite (vy,) domine la suite (u,). On a donc :

up, = O(vy,) < il existe une suite (B,,) bornée et (IN € N, Vn € N, [n > N = u,, = v, X By] ).
(1 —3cosn)e ™

3 =0 (;), (14 (=1)™) x arctan(n) x vn?2 +n = O(n).

Remarque : & l'aide de la définition d’une suite bornée, on prouve qu’on a la caractérisation suivante :

Exemples :

(uy,) est dominée par (vy,) ssi il existe une constante C' et un rang N a partir duquel on a : |u,| < C X |vy].
Autrement dit : (u, = O(v,) ) & (3C eRE), INeN, VR eN, [n> N = |uy| < C X |v,|] ).
Conséquences :

1. « up = O(1) » signifie exactement « (u,) est une suite bornée ».

2. Si uy, = O(vy,) alors, a partir d’'un certain rang, on a I'implication : (vy = 0 = ug = 0). Conséquence :

« up = O(0) » signifie exactement « (u,) est une suite constamment nulle & partir d’un certain rang ».

Définition

On dit que la suite u = (uy)n>0 est négligeable devant la suite v = (vy)p>0 si on peut écrire, a partir
d’un certain rang : u, = v, X Z, ou (Z,) est une suite convergeant vers 0, i.e lim Z, = 0.

n—-+4o0o
On note | u, = o(vy,) |, ou encore |u, < v, |ou parfois v, > u,. On a donc :

up, = o(vy) < 1l existe une suite (Z,) CV vers 0O et (IN e N,Vn e N, [n > N = u,, = v, X Zy] ).
On dit aussi
« la suite (uy) est infiniment petite devant la suite (v,) », ou encore
« la suite (vy,) est prépondérante devant la suite (u,) », ou encore
« la suite (vy,) est infiniment grande devant la suite (up) ».
Remarque : & l'aide de la définition d’une suite CV vers 0, on prouve qu’on a la caractérisation suivante :
(uy,) est négligeable devant (vy,) ssi pour tout € > 0, il existe un rang N a partir duquel on a : |u,| < & X |vy].
Autrement dit : (up, =o(vy,) ) & (Ve >0, IN eN, Vne N, [n > N = |uy| <& X |vg]|] ).
Exemples : n = o(n?), 5 = o(%), Inn = o(y/n), n® = o(e"), e = o(:1;.
Conséquence :

1. « uy = o(1) » signifie exactement « (u,) est une suite convergente vers 0, i.e nkgrloo(un) = 0».

Autrement dit : (u, < 1) < (lim(uy,) = 0). On dit, dans ce cas, que la suite (u,,) est infiniment petite.

2. (1 < up) < (lim(Juy|) = +00) : dans ce cas, on dit que la suite (uy,) est infiniment grande.

Attention : cela ne signifie pas qu’on a lim(u,) = +o00 ou lim(u,) = —oco (ex : u, = (—2)").

3. Si up, = o(vy,) alors, & partir d’un certain rang, on a 'implication : (v = 0 = u; = 0). Conséquence :
« up = 0(0) » signifie exactement « (u,) est une suite constamment nulle & partir d’un certain rang ».
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Définition

On dit que la suite u = (uy)n>0 est équivalente a la suite v = (vy,),>0 si on peut écrire, & partir d'un
certain rang : u, = v, X I, ou (I,) est une suite convergeant vers 1, i.e HEI_EOO I, = 1. On note .
On a donc :

Up, ~ Uy < il existe une suite (I,,) CV vers 1 et (IN e N,VneN, [n > N = u, = v, X I,] ).
Supposons u, ~ v, : il existe donc une suite (I,,) convergeant vers 1 telle que, a partir d’un certain rang
Ny, on ait l'écriture u,, = I, X v,. Mais, puisque lim([,) = 1 > 0, on peut donc affirmer que la suite (I,,)
est minorée, & partir d'un certain rang N7, par une constante strictement positive (par exemple %), et par
conséquent I,, # 0. Ainsi, a partir du rang No = max (Np, N1), on peut écrire v,, = % X U, avec lim i =1
car lim([,) = 1, ce qui signifie v, ~ u,. l
Conséquence : on a "l’équivalence" u, ~ v, < v, ~u, (ouf..la relation ~ est symétrique).
REMARQUE IMPORTANTE :

Si uy, ~ vy, alors, a partir d’'un certain rang, on a l’équivalence : (v = 0 < uy, = 0). Conséquence :

« » signifie exactement « ’1& suite (uy,) est constamment nulle & partir d’un certain rang‘ .
Autrement dit : (up, ~0) < (INeN,VReN, [n>N=u,=0]).

Une telle suite est parfois dite presque nulle.

Ainsi : aucune suite ne peut étre équivalente a zéro exceptées les suites stationnaires nulles a partir

d’un certain rang.
Remarque
Une suite convergente (vers 0 ou 1 par exemple) étant nécessairement bornée, on a

(U, = o(vy) OU Uy ~ V) = (up, = O(vy))

Caractérisations pour les suites non nulles & partir d’un certain rang

On se place désormais dans ’ensemble des suites non-nulles & partir d’un certain rang, autrement dit
dans I'ensemble des suites (u,) pour lesquelles il existe un rang N (dépendant de la suite (uy) choisie) a
partir duquel on a u, # 0.

Autrement dit : ( (uy) est non nulle a partir d’'un certain rang ) < (IN e N Vn e N, [n > N = u, #0] ).

Caractérisations

Soit (un)n>0 €t (vn)n>0 deux suites non-nulles & partir d’un certain rang. On obtient, pour ces suites, les

caractérisations suivantes :

Un

(up =0(vy) ) & <la suite (un) est une suite bornée )
n>0
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Résultats importants
Soit (uy) et (v,) deux suites non-nulles a partir d’un certain rang : on a

(Up, ~ vp) & (Up — vy, = 0(vy)) & (Vy, — up = 0(uy))

( Hm () —za&*) & (up ~ 1)

n—-+4+oo

siup ~v, et lim (u,)=0€R alors lim (v,) =1
n—-+00 n—-+00

si uy, ~ v, alors u, et v, ont le méme signe a partir d’un certain rang

Quelques régles de calculs

Soit (un), (vn), (wr), (an), (by) sont des suites non-nulles a partir d’un certain rang. On a

1. siu, = O(ay) et v, = O(ay,) alors u, + v, = O(ay).

2. si u, = O(ay) et v, = O(by,) alors u, x v, = O(a, X by).

3. si uy, = O(vy) et v, = O(wy,) alors u,, = O(wy,) (transitivité : vrai aussi pour o et ~).
4. siu, = O(ay) et v, = o(ay,) alors u, + v, = O(ay,).

5. siu, = O(1) et v, = o(ay) alors u, x v, = o(ay,).

6. si u, = o(ay,) et v, = o(a,) alors, pour toute constante réelle A, u, + Av, = o(ay,).

7. siu, = o(vy,) alors u, + v, ~ vy,.

8. si uy, ~ ay, et v, ~ b, alors u, X v, ~a, Xb, et Z—:NZ—:.

9.

si u, ~ vy, et @ est une CONSTANTE réelle alors ud ~ vS (sous réserve d’existence des puissances).
Attention : ce résultat est faux si a # constante : par exemple, 1 +% ~ 1, mais PAS (1 + %)" ~1"=1
car lim(1+ 2)" =e # 1.
10. ATTENTION : IL EST INTERDIT DE SOMMER DES EQUIVALENTS OU DE LES COMPOSER
PAR UNE FONCTION : par exemple (n? +n) ~n? et —n? ~ —n? + 1,2 mais il est FAUX que

en +n

(n24+n—n2=mn)~ (1=n2-n?+1)et FAUX que €’ +" ~ ¢ car =" - +00 # 1.
n—-+0oo

La seule régle applicable pour la somme d’équivalents est :
si u, ~ aa, et v, ~ Ba, avec a + 3 # 0 (CONSTANTES) alors (u, + v,) ~ (a + B)ay.

Comparaisons des suites usuelles

Si ¢ est une constante vérifiant alors
1
In(n) < nt <n<n?<q¢"<nl
Si a et b sont des constantes vérifiant alors : et % < n—la .
Si, o plus, dors: o [ <))

Par exemple :

1\" 1 1 3\"
e"<<<2> <<n<<hm<<1<<1n(n)<<n§<<\/ﬁ<<n<<n2<<n10<<(2) <"« 310" < n! < n"

Plus généralement, on a : si a, B et q sont des CONSTANTES vérifiant ’04 >0,8>0et ¢g>1|alors

(Inn)* < nf < ¢" < n!
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Rappels : équivalents usuels

Si u = (un)nen est une suite de limite nulle (i.e) liT u, = 01, alors :
n—-r+oo
e sin(uy) ~u, et sh(u,)~u,
o tan(u,) ~u, et th(u,) ~u,
2
o cos(un) ~1 et (cos(up) — 1) ~ —“7“ . ch(up) ~1 et (ch(up) —1) ~ +
o Arcsin(up) ~u, et Argsh(u,) ~ u,

Arctan(u,) ~u, et Argth(uy) ~ u,

b ‘::M

p=0

4/4-

e cn~l et (e —1)~uy,
o In(1+up) ~ uy
U
o Vitu,~1 et (V1I+u,—1)~ ?n
o (1+uy)*~1 et [1+uy)*—1]~au, sia=CONSTANTE
Rappels : développements limités usuels (la fonction ¢ vérifie liII(l) e(z) =0)
xTr—
1 S k n 2 3 n n
e DL,(0) de T2 :ZZE +ae(x)=1+a+a"+2°+ - +a" +a"(x) |
k=0
e DL,(0) de 1 _"1_ - = Z(*l)kxk +a"e(x)=1—xz+ 2ot (—1)"z" + z"e(z).
k=0
"L gk 2 28 z"
o DL, (0) de|exp(z) = » = +a"e(z) =14+ + =+ -+ — +a"e(2)|
— k! 2 6 n!
n -1 k—1,.k 2 3 1 n—1,.n
e DL, (0) de|In(1 + z) :Z( )k: +z"e( ):x—x—+—+ S+ ( )n z + z"e(x)
k=1
n (Ek 2 3 n
e DL,(0) de —In(1 —z) = Z? +aze(r) =+ —+ =+ -+ —+a"e(x)
k=1
: _ ~ (=1)pa?t! 2n+42 _ at | a2 (—1)"a?ntt 2n+2
e DL3,12(0) de |sin(z) = 2 Gt 1] +2""e(r) =2 5 + 120 +-+ @n 1) + 2" e (x)
N - (_1)px2p 2n+1 _ ? ot (_1)711.271 2n+1 /..
e DLs,1(0) de|cos(z) = ];) )] +z e(z)=1- - + 51 +. on)] +z e(x)
e DL,(0) de (1+2)* =1+ ale-lfe=?. (azktl) | ae(z) = ChTo pame(n) ie
k! k!
k=1 k=0
(a=1) 5 ala—1)(a—2) 4 ala—1)... (e —=n+1)
1 « — n n .
(I+2)% =14art —o—a 1.2.3 S 123 (n—n © T
r  a? 3 1 r  3x? 523
DL. V1 =14+ -4+ 443 —1_Z 2 2 8
e DL3(0) de v1+=x +2 3 +16+:1c e(x) et e 5 3 16 + z°e(x)
~ ot 2n+2 ~ zP 2n+1
e DL(0) de sh(x) = ——— + """ g(x) et ch(x) = + " e(x
0 de 9 =3 1 @ o chir =3 (@)
2 9.5 3 5
e DLg(0) de tan(x) =« + % + % +2%(z) et Arcsin(z) =z + % + 34% + 2%(z) .
n (_1)P$2P+1 B 333 (_l)nxQn—&-l —
DL A =) ~—— n —p— .y n )
. on+2(0) de Arctan(z) Z 1 +x e(x) =2 3 +- 4+ 1 +2z e(x)
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