PCSI, FEUILLE D’EXERCICES 9 2009-2010

COURBES PLANES EN COORDONNEES POLAIRES

Représenter rapidement la courbe définie par p(6) = sin(26).

On pourra, entre autres, remarquer la relation p(§ — h) = p(§ + h).

cos(360
Représenter la courbe définie par p(f) = @ 9% en étudiant uniquement le signe
cos

de p(#). Préciser les droites asymptotes.

—~

Soit I', une courbe définie par son équation polaire 6§ — p(f) (0 € R). Pour cha-

cune des propriétés suivantes, déterminer ’ensemble le plus petit sur lequel on peut se contenter

d’étudier p, et les transformations & appliquer pour obtenir le tracé complet du support de I'.
1. p est 2m-périodique et paire.

p est impaire et p(m — 0) = p(6).

p est m-périodique et V0 € R, p(5 +0) = p(5 — 0).

VO e R, p(0+ 1) = —p(0).

p est impaire et V0 € R, p(0 + %) = —p(0).

p est 3m-périodique et p(2m — 6) = p(6).

Vo e R, p(8 +2m) = p(6) + 1.

Vo € R, p(0 +2m) = 2p(6).

S AN R

Prouver qu’une équation polaire d’un cercle C, de rayon R > 0 et passant par l'origine,
est la forme : p(0) = 2R cos(6 — 6,).

Application : tracer les courbes définies par p;(6) = cos(f) + sin(@), puis po(6) = sin(8) — v/3 cos(6).

Un éléve distrait (si, si, ¢a existe) a égaré le début de ses copies : il s’agissait d’étudier
une courbe F définie en coordonnées polaires, donnée par Iexpression p(f) = ...(énoncé perdu, lui
aussi!). Il ne lui reste que la derniére feuille, sur laquelle on peut lire les informations :

p est définie sur R, p est 2m-périodique, p est impaire, pour tout € R, p(6 + m) = —p(0), puis le

tableau de signes-variations suivant :

6io A
A % o(-oawM(ﬁLi)
o) / ’ @ 0/htnd
& 0 | o
3
¢e O

Tracer la totalité du support de F.
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Tracer la courbe d’équation polaire p() = 3 cos(f)sin(26). Montrer qu’on peut res-

treindre 'étude & 6 € [0, ]. L’étude de p'(0) permet d’étre plus précis.

Exercice 7| Tracer les courbes I' d’équation polaire :

1.

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.

20.

21.
22.
23.
24.
25.

Ll

S A

p(6) = sin®(2).
p(6) = sin(2)
p(0) = 2cos(f) — cos(26) (points multiples).
p(6) = cos?() + cos(26). Vérifier qu'on peut restreindre I'étude a 6 € [0, 5].
sin(36)
0) = :
pl) sin 0
p(0) = sin(0) + cos(26) : préciser les points multiples (rappel : on résout p(6 4+ 7) =
p(0) = 1 — tan(20). Remarquer p(6 + 7) =?. Etudier avec soin les asymptotes.
p(0) =1+ tan(f). Etudier avec soin les asymptotes.
p(0) = tan(0).
1
p(0) = 15 cos(30) Préciser les points d’inflexion si c’est possible (Barbatruc!).
1
0) = ———.
pl) 1 + cos(20)
sin 6
6) =
P = Fan(20)
p(0) = sin(260)

)

)

)

) =sin(20 + ¢) ot ¢ € R.
) = cos(50) (il parait que ga porte chance...) .
)
)
)

= cos(f) — V/3sin(h).
(

p(0) = 1 Préciser les asymptotes et les points multiples.

1
~ cos(f) — cos(26)

. Etudier les asymptotes, inflexions, points doubles.

1
= + ——. Intersection de I" avec le cercle C(O,2v/2).
cosf  sind

= cos + cos().

g) + 1. Montrer que I' a un point double en lequel les tangentes sont orthogonales.
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In(1+6)

26. p(0) =

PO =TT
27. p(6) = cos(f) — sin(0)
28. p(0) = cos(30) — 2

2 cos(6)

29. p(0

) = S sn (o)
30. p(f) = tan(%).

1
31. p(0) = m. Préciser I'asymptote.
2

32. p() = hé, hél).

pl0) cos(f) — 2sin(0) (hé, he)
33. p(0) = cos(36).

1
4. p(0) = ———.

34 (0) 1+ tand

: . ) cos ) —sin ¢

Reconnaitre la courbe donnée par p(f) = ———.
) 2cos?0 — 1
Indication : vérifier que p(f) = P B

Reconnaitre la courbe donnée par p(#) = cos 6 + sin 6.

Indi

cation : pour une fois que ¢a tourne rond...

| Exercice 10|

1.

Soit I'y et I'y, deux courbes données par leurs équations polaires pi(0) = ... et po(f) = ..., ot py
et po sont des fonctions 2m-périodiques. Vérifier que chercher les points d’intersection de I'; et
[y, autres que O, revient a résoudre les équations en 6 : p1(0) = po(0) et p1(0 + m) = —p2(0).
Déterminer I'y N Ty lorsque py(6) = cos() + sin(6) et p2(6) = 2 cos(8).

1
cos(6) + sin(f)
Déterminer I'y N [y lorsque pq(6) = 1 + cos(0) et po(0) = 2 cos(h).

Déterminer T'y N Ty lorsque p1(0) = cos(0) + sin(0) et pa(0) =

’Exercice 11 ‘

. Tracer I', d’équation polaire p(6) = 1 + 2 cos(6).

. Déterminer I'intersection de I' avec le cercle C(O, 1).

. Déterminer I'intersection de I' avec le cercle C1(O, 1).

. Déterminer I'intersection de I' avec le cercle Co(O, 1+ v/3).

. Déterminer l'intersection de I' avec le cercle C3(A,1) ou A est de coordonnées cartésiennes

(1,0).

‘Exercice 12‘ Tracer les courbes d’équation polaire :
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3. p(0) =In(d). 4. p(8) = . 5. p(6) = er,

a cos(f) .

‘Exercice 13‘ Tracer la courbe définie en polaires par p(f) =

On montrera que les tangentes en des points alignés avec 1’origine sont concourantes.

|Exercice 14| Tracer I : p(f) = cos’(#) — sin®(6).

Quels sont les points de I' ot la tangente est de pente 17

iis
Indication : on remarquera cela revient a que 6 +V = Z[?T], avec tan V' = B/ et p/ =7.
P

|Exercice 15| Soit (D) la droite d’équation z = —1 et (C) le cercle de centre (1,0), de rayon

1. Une droite passant par O coupe (D) en un point P et coupe (C') en un point @). On note I" le lieu

du milieu du segment [P, @Q)]. Déterminer I’équation polaire de I". Puis tracer I

’Exercice 16‘ A T'aide de coordonnées polaires, tracer la courbe I' d’équation cartésienne :
2ey(2® +y?) = 2° — .

|Exercice 17| On cherche 'ensemble des points M d’affixe z vérifiant |22 — 1| = 1. Montrer que
cet ensemble est la lemniscate de Bernoulli d’équation polaire p(#) = /2 cos(26). Le représenter.

|Exercice 18| On note T la courbe d’équation polaire p(f) = —1 + tan(Z).
1. Tracer I'.

2. Toute droite A passant par O coupe I' en deux points M7 et My : quel est le lieu des milieux

1
sin @ *

I de [M;M,]? Rem : on trouvera la droite d’équation p(f) =

‘Exercice 19‘ On fait rouler, sans glisser, un cercle de rayon 1 sur un cercle de rayon 1 : cher-

cher le lieu décrit par un point fixé sur le cercle roulant.

On trouvera z(t) = cos(t)(1 + cost), y(t) = sin(¢)(1 + cost), en choisissant correctement ¢.

0
‘Exercice 20‘ On note T, la courbe d’équation polaire p(f) = sin® (g)

1. Etudier et représenter la courbe I'.
2. Soit V(0), 'angle que fait la tangente a I' au point M (6) avec la droite (OM).

Montrer que V(6) = %[W]

3. Une droite passant par 'origine recoupe I' en trois points. Démontrer que les tangentes a I' en

ces trois points forment un triangle équilatéral.

| Exercice 21| On note (C) la cardioide d’équation polaire p(#) = 1 + cos .
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1. Tracer (C).

2. Montrer que (C') admet trois tangentes de direction donnée : on note My, My, Ms les trois

points de contact.

3. Vérifier que l'isobarycentre des points My, M, et M; est toujours le point (%, 0).

4. Montrer que 'aire du triangle M;M;M; est constante (on trouvera %).

5. On note A = M(0) et P, @ d’intersection de (C') et d’'une droite passant par O. Montrer que

Disobarycentre de APQ est situé sur le cercle de centre (1,0) et de rayon 3.
T
— —[r]. En déduire une méthode de construction des tangentes.

6. Mont V==
ontrer que 5~ 3

‘ Exercice 22 ‘ On note I' la cardioide d’équation polaire p(f) = 1+cos . Une droite variable passant

par O coupe I en deux points, P et (). Déterminer le lieu du milieu / du segment [PQ)].
Indication : on trouve un cercle passant par l'origine. En déduire un procédé mécanique permettant

de construire une partie de la cardioide.

|Exercice 23] On note (C) la cardioide d’équation polaire p(f) = 1 + cos 6.
1. Tracer (C).

2. Calculer 'angle V' (angle de la tangente dans le repére tournant). En déduire les points de (C)

ayant une tangente verticale ou horizontale.

3. Soit P et @, deux points de (C) tels que O, P et ) soient alignés. Montrer que les tangentes

en P et () sont orthogonales. Déterminer le lieu de 'intersection I de ces tangentes.

4. Déterminer le lieu (E) du symétrique de O par rapport a une tangente variable a (C').

‘Exercice 24‘ La podaire d’un point fixe par rapport & une courbe paramétrée est la courbe formée

par la projection orthogonale de ce point sur les tangentes a la courbe.

Montrer que la podaire de P'origine par rapport & une spirale logarithmique (p(6) = ae™’) est une

spirale semblable a la premiére (c’est & dire image par une similitude).

‘Exercice 25‘ Quelles sont les courbes I' du plan telles qu’en tout point M de I'; la tangente est
orthogonale a la droite (OM)?

‘Exercice 26‘ Déterminer et tracer les courbes dont la tangente en tout point M fait un angle

T —
de 1 avec le vecteur OM.

| Exercice 27| Donner les différentes allures de la courbe d’équation p(d) = 2cos(#) + a, suivant

les valeurs du paramétre a > 0.
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z(t) = acos®(t)

o a > 0 est un
y(t) = asin®(t)

Exercice 28‘ On considére la courbe I'" donnée par M (t) {

parameétre fixé.
1. Tracer la trajecoire de cet arc paramétré (astroide).
2. Donner une équation cartésienne (simplifiée) de la tangente a I' en M (¢).

3. Cette tangente recoupe les axes (Ox) et (Oy) en deux points A(t) et B(t) : montrer que la
longueur A(t)B(t) est constante.

4. Déterminer le lieu P de P(t), projeté orthogonal de I'origine O sur la tangente en M (t) (podaire
de T par rapport a O).

5. Déterminer une équation polaire simple de ce lieu P, et le tracer (rappel : cos(t) = sin(§ —1)).

|Exercice 29| (tiré de E3A PC 2005) Soit T, la courbe d’équation polaire p(f) = 1 + 2cos(36)
M () représente le point de coordonnées polaires (p(f), ).

1. On note I" la courbe d’équation polaire p(f) = 1 + 2 cos(36) pour 6 € |0, g]
(a) Déterminer les valeurs de 6 dans [0, %] pour lesquelles p(6) = 0.

(b) Calculer p’ et déterminer les valeurs de 6 dans [0, %] pour lesquelles p/(0) = 0.
2
(c) Expliciter les tangentes a I'" aux points M (0), M(g) et M(g)

(d) Représenter I (faire apparaitre les tangentes trouvées précédemment).
™
2. On note o la symétrie orthogonale par rapport a la droite d’équation # = 3 et 7 la rotation
T
d’angle —.
£° 3
(a) Pour # € R, exprimer I'image par o du point M (6). En déduire 'équivalence
M) el <o(M(@)) eT.
(b) Pour 6 € R, exprimer I'image par 7 du point M (). En déduire I’équivalence
M@) el & r(M(0)) el.
2
(c) Représenter I' : on utilisera o pour représenter M (6) pour 6 € [0, g], puis 7 et 771 pour
conclure.
3. Quelle est I'intersection de I' avec le cercle C centré a l’origine et de rayon 37
4. Quelle est I'intersection de I' avec le cercle C’' centré a 'origine et de rayon 17
5. Quelles sont les rotations centrées a 'origine qui laissent I' globalement invariante ?

6. Quelles sont les symétries orthogonales d’axe contenant 1’origine O qui laissent I' globalement

invariante 7

| Exercice 30| Tracer une courbe I' ayant l'allure de y = ( — 1)? autour du point 2 = 1. Montrer

qu’il n’est pas possible d’obtenir ce type d’allure avec une équation polaire [0 — p(0)], p dérivable.
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