PCSIL FEUILLE D’EXERCICES 19 2009-2010

APPLICATIONS LINEAIRES

Exemples d’applications linéaires

Les applications suivantes, entre R-ev, sont-elles linéaires ? :
1. f:R? — R définie par f(z,y) =2x+y— 1.
2. g : R? — R définie par g(z,y) = zy.
3. h: R?® — R définie par h(z,y,2) = —y + 22.
4. k : R® — R définie par k(z,y,2) = x — 2y.

R’ R’ R’ R
Soit f : - et g : -

(z,y) — (z+y—1,2r—y) (z,y) — 2 —y*
Montrer : f ¢ L(R?) et g ¢ L(R* R)

Soit f : R? — R? définie par f(z,y) = (x +y, — ).

Montrer que f est un automorphisme de R?, et déterminer son automorphisme réciproque.

Exercice 4| Déterminer tous les endomorphismes du R-ev R. Préciser les automorphismes.

Exercice 5

1. Soit ¢ : R?* — R?, définie par p(x,y) = (y,0). Montrer que ¢ est linéaire.
Déterminer Ker(p) et Im(p). Que peut-on dire de ¢? = @ o p?

2. Soit ¢ : R*? — R, définie par ¢(x,y) = 2z — 3y. Montrer que ¢ est une forme linéaire.
Déterminer Ker(p) et Im(y).

3. Soit ¢ : R? — R3, définie par ¢(z,y, 2) = (v + 2y + 32,42 + by + 62, Tx + 8y + 92).
Montrer que ¢ est linéaire. Déterminer Ker() et Im(y). Sont-ils supplémentaires dans R? ?

4. Soit ¢ : R? — R3, définie par o(x,y) = (x +y,x — 2y, —x + 3y).
Montrer que ¢ est linéaire. Déterminer Ker(y) et Im(p).

5. Soit ¢ : R? — R?, définie par p(z,y,2) = (x +y + 2,0 — y + 22).
Montrer que ¢ est linéaire. Déterminer Ker(y) et Im(¢p).

6. Soit ¢ : R* — R3, définie par p(z,y,2,t) = (r —y +t,2x +y — 2,y + 2).
Montrer que ¢ est linéaire. Déterminer Ker(y) et Im(¢p).

7. Soit ¢ : R* — R3, définie par ¢(z,y, z,t) = (x +t,0,y + z). Montrer que ¢ est linéaire.
Déterminer Ker(p) et Im(y).

8. Soit ¢ : R® — R3, définie par ¢(z,y, z) = (z,z,z). Montrer que ¢ est linéaire.
Déterminer Ker(p) et Im(yp). Calculer 2. Conclusion ?
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9. Démontrer qu’il existe une unique application linéaire ¢ de R? dans R? telle que :
©(1,0,0) = (0,1), ¢(0,1,0) = (1,0) et ©(0,0,1) = (1,1). Déterminer ses noyau et image.

10. Donner un exemple d’endomorphisme ¢ de R? tel que Ker(p)=Im(yp).

R2 R3 R3 R2
Soit £ B s, —

(r,y) — (z,2+2y,y) XY, Z) — (X+Z,5X-2Y+7Z)
1. Montrer que f € L(R?* R?). Déterminer Ker(f) et Im(f).
2. Montrer que g € L(R?,R?). Déterminer Ker(g) et Im(g).
3. Montrer que go f € GL(R?). Préciser (go f)™'.
4. f o g est-elle un automorphisme de R??

R3[X] — R?
Exercice 7| Soit a, b deux réels fixés. On définit ¢ : sl X] .
P — o(P):= (P(a), P(b))

1. Montrer que ¢ est une application linéaire , autrement dit prouver ¢ € L(R3[X], R?).

2. On suppose, dans cette question : a = —1 et b = 3. Déterminer le noyau et 'image de .

3. On revient au cas général : déterminer le noyau et 'image de ¢ lorsque a # b, puis lorsque
a=b.

Soit £ = C*(R,R), le R-ev des applications numériques in(dé)finiment dérivables
FE — FE

f— e(f)=9

sur R. On définit alors I'application ¢ de £ dans lui méme par : ¢ :

Dire, dans les cas suivants, si ¢ est linéaire ou pas : Vo € R,

- [roa 2 oo = | a3 gl - / o
_ /0 F2()dt 5. glz) = /0 FE)dt 6. g(m):( /0 1 f(t)dt) 2
7 g<x>=( /jf(t)dt) ) 8 gle) = /:mf(t)dt 0. gta) = [ 5o

10, g(z) = f(2?) 1L g@) = (f"(@)* 12 g(x) = f'(1)a

rF — F
Soit B = C*(R,R) ot o |
f— o(f)=f-2f

1. Montrer que ¢ € L(E).

2. Déterminer Kery. Conclusion ?

3. Justifier que ¢ est surjective.
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EFE — F
fo— o(f):=f"=3f+2f

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.

|Exercice 10| Soit £ = C®(R,R) et ¢ :

2. Déterminer Keryp. Conclusion ?

’Exercice 11\ On pose E = R[X], le R-ev des polynomes a coefficients réels et, pour tout P € E,
f(P)=P—P.

1. Prouver que f est un endomorphisme de E.
2. Déterminer son noyau : f est-elle injective ?

&
k=0

Vérifier que P, est une solution de I’équation différentielle 3/ — y = a™.

nok
3. Pour n € N, on définit le polynéme P, par P,(z) = —n! <Z * )

4. En déduire la surjectivité de 'application f.

| Exercice 12| On pose E = R[X], le R-ev des polynomes a coefficients réels et, pour tout P € E,
f(P)=P—-XP.

1. Prouver que f est un endomorphisme de F.

2. Déterminer son noyau et son image : f est-elle injective ? Surjective ?

’ Exercice 13 \

P — @(P):=P —(X-2)P ' P — ¢(P):=P—(X-2)P
1. Montrer que ¢ et ¢ sont des applications linéaires , autrement dit prouver ¢ € L(Ry[X], R3[X])
et ¥ € L(Ro[X])

2. Déterminer les noyaux et images de ¢ et .

On définit ¢ :

3. Etudier 'application ¥ o ¢. Que dire de ¢ 0 ¢) ?

|Exercice 14| Soit E = C>(R,R), l'espace des fonctions indéfiniment dérivables.

Pour tout f de E, on pose ¢(f) = f”. Montrer que ¢ € L(FE), puis déterminer Kerg et Imy.

’Exercice 15‘ Soit C et B, respectivement les sev des suites convergentes et des suites bornées

de 'ev E = RN. On définit les applications

1 — R

B — R
2 :

¥ u +—— t(u) = sup(u) = sup{ug, us, us, ...}

1. Vérifier que ¢ est linéaire et préciser son noyau et son image. Conclusion ?

u +— p(u) = lim(u)

2. Justifier que 'application 1) est bien définie : est-elle linéaire ?
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’Exercice 16\ Soit E = RN, le R-ev des suites a valeurs réelles.
EFE — FE

u — S(u)=v

On définit 'application S : o, Vn € N, v, := Uy 1.

1. Vérifier que S est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau et son image.

2. Pour tout réel A, on définit 'ensemble E\ = {u € E'| S(u) = Au}.
Montrer que E) est un sev de E. Caractériser les éléments de E).

|Exercice 17| Soit £ = RN, le R-ev des suites a valeurs réelles.
EFE — FE

u — Gu)=v
Vérifier que G est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau et son image.

On définit 'application G : ou, Vn € N, v, := up11 — 2u,.

’ Exercice 18 ‘

Soit F/ = {u = (Un)nen € RN |V €N, Uy yo = 3ty + 2un} : montrer que F est un espace vectoriel.
Soit ¢ : E — R?, définie par ¢((u,)nen) = ©(u) := (ug, u1).
Montrer que ¢ est linéaire et déterminer son noyau et son image. Conclusion ?

|Exercice 19| Soit E = RR.
On définit sur F les applications ¢ et 1 par : Vf € E, o(f) := cosof, ¥(f) := f ocos.
@ et 1 sont-elles des endomorphismes de E 7

|Exercice 20| Soit E, I'espace des fonctions indéfiniment dérivables et 27-périodiques.

Pour tout f € E, on pose A(f) = f’. Montrer que A est un endomorphisme de E.

Déterminer son noyau et son image, puis prouver qu’ils sont supplémentaires dans F.

’Exercice 21‘ On considére ici C comme R-espace vectoriel, et Iapplication u définie sur C par :

u(z) = iz — izZ. Montrer que u est un endomorphisme de C. En déterminer le noyau et 'image.
Calculer u? : en déduire que 'endomorphisme (Idg + 2u) est inversible et déterminer son inverse
(IdE + 2U)71.

’Exercice 22‘ On considére ici C comme R-espace vectoriel, et I'application u définie sur C par :

u(z) = (1+14)z+ (1 —4)z. Montrer que u est un endomorphisme de C.
En déterminer le noyau et 'image.

’Exercice 23‘ On considére ici C comme R-espace vectoriel, et I’application ¢ définie sur C par :

©(z) = z+ az, oul a est un élément fixé non nul de C .
Montrer que ¢ est un endomorphisme de C. En déterminer le noyau et 'image.

| Exercice 24| Soit ¢ un endomorphisme d'un K-ev E. On définit F := {Z € E | (%) = 7}, appelé

ensemble des vecteurs fixes de ¢ (invariants par ¢).
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1.
2.

Montrer que F' est un sev de F.

Montrer que F N Ker(p) = {0}.

|Exercice 25| On définit endomorphisme ¢ de R? par ¢(z,y) = (3 + y, —2z).

1.
2.

Déterminer le noyau et l'image de ¢.

Si A est un réel fixé, on pose Hy = {(z,y) € R? | p(x,y) = \z,y)}.
Montrer que H) est un sous-espace vectoriel de R2.

Montrer qu’il existe deux valeurs \; et Ao tels que Hy, et H), ne soient pas réduits a {6}
Montrer que Hy, @ H,, = R

’Exercice 26‘ Soit u un endomorphisme de E tel que : u* — 5u + 6Idg = 0 (= Og(gy).

1.
2.
3.

Justifier que u est bijective et exhiber u=!.

Montrer que : Im( v — 3ldg ) C Ker( w —2Idg ) et Im( v — 2Idg ) C Ker( u — 3ldg ).

Montrer que Idg est combinaison linéaire de u — 3Idg et de v — 2Idg.
En déduire que £ = Im(u — 3ldg) & Im(u — 2Idg).

Montrer que : E = Ker(u — 3ldg) & Ker(u — 2Idg).
Onposep=3l—uetq=u—2[ oul =Idg.

(a) Vérifier que u est une combinaison linéaire de p et de q.

(b) Vérifier que p et ¢ sont des projecteurs qui commutent entre eux.

(c) En déduire une expression simple de u™ valable pour tout entier n € N

Une application numérique : soit f, 'endomorphisme de R? défini par f(z,y) = (4o —2y,x+vy).
Que vaut f%— f + 617 En déduire une expression de f"(z,y).
Upr1 = 4du, — 2v,

, comment obtenir une expression de
Unt1 = Up +Up

Avec ug =1, vg = —1, et Vn € N, {

u, et v, en fonction de n?

’ Exercice 27 ‘

1.

2.

Si f et g sont des endomorphismes d’un espace vectoriel E vérifiant f = 31 + g avec g*> = 0,

montrer que f* = 3"I + n3" g pour tout entier n > 0.

Upt1 = 3ty + vp

On définit deux suites (u,) et (v,) par up = 1, vg = 2 puis { pour tout

Up+1 = 3v,
entier n > 0.
A Taide de f(z,y) = (3x 4+ vy, 3y), donner une expression de u,, et v, en fonction de n.

’Exercice 28\ Soit u un endomorphisme d'un espace vectoriel E tel que : u?> — 3u + 2Idg = 0.

1.

Montrer que les ensembles F} = {7 € F |u(?) = ¥} et F;, = {Z € E | u(Z) = 27} sont des
sous-espaces vectoriels de E.
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2. Montrer les sev Fi et F, sont des sev supplémentaires de E.

’Exercice 29‘ Soit f, un endomorphisme d’'un ev E vérifiant f3 = f2 + f.
Montrer £ = Ker(f) & Im(f).
Indication : remarquer fo (Id+ f — f2) =0 et & =7+ f(Z) — f2(Z) + f2(Z) — f(D).

’Exercice 30‘ (a,b,c) € R? étant fixés, résoudre dans R? le systéme : { 4+ 2y+2 =b .

’Exercice 31‘ Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues de RR.

On définit sur E 'application A par :
si f € E, A(f) est la fonction telle que Vo € R, A(f)(x) := f(x +1) — f(x).

1. Montrer que A est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau.

2. Montrer que : Vf € E,Vn € N, Ve € R: A"(f)(z) = Z (Z)(—l)”_kf(x + k).
k=0

n
n

En remarquant que f(x + 1) = (Idg + A)(f)(x), montrer que f(z +n) = Z (k) AF(f) ().

k=0

’Exercice 32‘ Soit un entier n > 1, et £ = R,[X], l'espace vectoriel des polynomes a coefficients

réels et de degré inférieur ou égal & n. On définit 'opérateur dérivation D par : VP € E, D(P) = P'.
1. Montrer que D est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau et son image.
2. Calculer (Idg — D)o (Idg + D + D? + --- + D™).
3. Justifier que D est un endomorphisme nilpotent de E.
4

. Montrer que Idg — D est un isomorphisme de E.

xn

Résoudre alors, dans E puis C'(R, R), I'équation différentielle suivante : « y/'(z) —y(z) = —
n!

| Exercice 33|
Soit £ = R[X], le R-ev des polynomes a coefficients réels. Pour tout P € E, on définit p(P) := P'—P.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de F. Est-il injectif ?

2. Montrer que I'équation p(P) = X? posséde au moins une solution. De méme, on pourrait
prouver que, pour tout k € N, I'équation ¢(P) = X* posséde au moins une solution que I'on
note Q. En déduire la surjectivité de ¢.

| Exercice 34|

Soit £ = C*(R, R), 'espace vectoriel des fonctions numeériques indéfiniment dérivables sur R.
Pour tout f € E, on pose ¢(f) := f' — f. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E surjectif mais

non injectif.
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Applications linéaires - Noyaux - Images

| Exercice 35| Soit E, un R-ev et ¢ € E* = £(E,R), une forme linéaire non-nulle sur E (i.e ¢ # 0).

1. Prouver que ¢ une application surjective.

2. Montrer qu'il existe @ € E tel que E = vect(d) & Ker(p).

| Exercice 36|

1. Soit p € L(E, F'), une application linéaire et A = vect(dy, ds, . . .,dy,), le sev de E engendré par
les vecteurs dy, ds, . . ., d, de E. Montrer que p(A) = vect(p(dy), ¢(ds), ..., p(d,)).

2. Soit £ = C*(R, R), 'application ¢ définie par o(f) = f’ et 'ensemble A = {f € E|f"+f = 0}.
Montrer que ¢ est un endomorphisme de E : déterminer son image et son noyau, puis l'image
directe p(A) et I'image réciqroque o~ 1(A).

|Exercice 37| Soit @ € R?, un vecteur non nul fixé.
On définit Papplication f par : V' € R3, f(Z) = ¥ A 4.

1. Montrer que f est un endomorphisme de R3.
2. Déterminer son noyau et son image : f est-elle injective ? surjective ?

3. Montrer que f? et f sont proportionnelles.

|Exercice 38| Soit £ = C(R,R), I’ev des fonctions numériques infiniment dérivables sur R.
Pour tout f € E, on définit D(f) = f’ (dérivée de f) et P(f) = F, LA primitive de f qui s’annule

en 0 (F est définie par : Vo € R, F(x) = / f)de).
0

1. Vérifier que D et P sont des endomorphismes de F.

2. Vérifier que D o P = Idg mais que P o D # Idg. Conséquence ?

3. On rappelle D o P = Idg : montrer que £ = Im(P) & Ker(D).

4. Déterminer les noyaux et images de D et P : en particulier, montrer que D est surjective, non

injective, et P injective et non surjective.

’Exercice 39‘ Soit f et g, deux endomorphismes d’un ev F tels que fog = Idg.

Montrer qu’on a Kerf & Img = E.

|Exercice 40| Soit f € L(E).
Montrer que : fo f =0 < (Imf C Kerf ).

|Exercice 41| Soit E, F et G trois K-ev, et des applications linéaires f € L(E, F) et g € L(F,G).
Montrer que : go f = 0gpg) < (Imf C Kerg ). RESULTAT A RETENIR!!!

|Exercice 42| Soit u et v, deux endomorphismes d’un ev E qui commutent (i.e uov = v ou).
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1. Montrer que le noyau et I'image de v sont stables par u (résultat a retenir).

2. On suppose E = Ker(u) @ Ker(v). Montrer les inclusions Im(u) C Ker(v) et Im(v) C Ker(u).

’Exercice 43‘ Soit f : E — F, une application linéaire et H, un supplémentaire de Ker(y) dans F.
On définit 'application g : H — Im(f) par g(¥) := f(&).
Vérifier que g est bien définie, linéaire, puis que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

| Exercice 44| Soit F un ev et f € £(F), un endomorphisme de E.
Montrer que f(Ker(f o f)) = Ker(f) NIm(f).

’Exercice 45‘ Soit F un ev et f,g € L(F), deux endomorphismes de F.
Montrer que f(Ker(go f)) = Ker(g) N Im(f).

|Exercice 46| Soit u et v, deux endomorphismes de E .
Montrer : (uovou =0 )s (v(Imu) C Ker u )

|Exercice 47| Soit f, un endomorphisme d’un espace vectoriel E (i.e) f € L(E).
1. Montrer que Ker(f) C Ker(f?) et Im(f?) C Im(f).
2. Montrer que l'on a les équivalences suivantes :
(Ker(f) = Ker(f?)) & (Im(f) N Ker(f) = {0}) et
(Im(f) = Im(f?)) < (£ = Im(f) + Ker(f)).

3. Quel résultat retrouve-t-on lorsque f est un projecteur de £ 7

’Exercice 48‘ Soit f et g, deux applications linéaires de F dans F', espaces vectoriels.
Montrer que Im(f + g) C Im(f) + Im(g).
Trouver un exemple simple prouvant que l'on a pas l'inclusion inverse en général.
Que peut-on dire de Ker(f) N Ker(g) et Ker(f +g)?

| Exercice 49| Soit E, un K-ev et un endomorphisme f € L(E).
On note f = fium(s) la restriction de f a Im(f).

1. Vérifier que f € L(E) : on dit que la restriction de f a Im(f) induit bien un endomorphisme
de Im(f).

2. Déterminer Ker(f) et Im(f) en fonction de Ker(f), Im(f) et Im(f o f).
3. Etablir que f est un automorphisme de Im(f) si et seulement si Im(f) & Ker(f) = E.

|Exercice 50| Soit ¢ € £(E, F), une application linéaire injective.

On rappelle qu'une famille £ = {¥, Z5, ..., ¥, } de vecteurs d’un ev E est libre si la seule combinaison
linéaire de ces vecteurs égale au vecteur nul est la combinaison triviale, autrement dit :
(L ={&,..., 2.} est libre) & (VAy, ..., M €K : M+ + AT =0= A\ =--- =\, = 0).
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1. Soit F, une famille libre de vecteurs de E. Montrer que son image ¢(F) est une famille libre
de vecteurs de F.

2. Montrer que, si G et H sont deux sous-espaces supplémentaires de F, alors ¢(G) et p(H) sont
des sous-espaces supplémentaires de ¢(E). Autrement dit : GHH = E = ¢o(G)dp(H) = ¢(F).

|Exercice 51| Soit £, F deux ev et p € L(E, F).
On rappelle qu'une famille £ = {Z, 75, ..., &, } de vecteurs d’'un ev E est libre si la seule combinaison

linéaire de ces vecteurs égale au vecteur nul est la combinaison triviale, autrement dit :
(L ={&,..., T} est libre) & (VAy, ..., M €K : MT 4+ 4+ X\Tp =0= A\ = --- =\, = 0).

1. Montrer que : ¢ est injective si et seulement si ¢ transforme toute famille libre de £ en une
famille libre de F'.

2. Montrer que : ¢ est surjective si et seulement s’il existe une famille génératrice de F dont
I'image par ¢ est génératrice de F'.

| Exercice 52| Soit u, un endomorphisme de l'espace vectoriel E (i.e) u € L(E). Soit F et G,

deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer : (u(F) =u(G) ) < ( F+ Ker u = G+ Ker u ).

| Exercice 53|

1. Soit u et v , deux endomorphismes de E. Montrer que :
(a) Ker(u) C Ker(vow), puis (Ker(u)=Ker(vou))< (Im(u) N Ker(v) = {0z} >
(b) Im(vou) C Im(v), puis (Im(vowu)=Im(v))< (Im(u)+ Ker(v)=F) .
2. Soit u un endomorphisme de E. Pour tout entier k > 0, on définit N, = Ker u* et I, = Im u*.

(a) Montrer que la suite (NVi)r>o est croissante et la suite (I )g>o décroissante (dans P(E) au
sens de 'inclusion).

(b) Montrer que, si Ny = Ny alors N1 = Nijo.
De méme, montrer que, si I = I alors Iy 1 = [p.o.

(¢) En déduire que (Ni)r>o est strictement décroissante ou stationnaire, et que (Ij)r>o est
strictement décroissante ou stationnaire.

(d) Si (Ng)r>o est stationnaire, on note r = Min{k € N | Ny = Np41 }.
Montrer que N, N I, = {6E}

(e) Si (Ik)g>0 est stationnaire, on note s = Min{k € N | I}, = I;41 }.
Montrer que Ny, + I, = E.

’Exercice 54‘ Soit E, F et G, trois K-ev, et des applications f € L(FE, F) et g € L(F,G).
1. Montrer I’équivalence : (go f=0) < ( Imf C Kerg ).
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2. Montrer les équivalences :
(go f injective ) & ( Kerf = {0g} et Imf N Kerg = {0p} ).
(go fsurjective ) & (Img =G et Imf + Kerg = F ).

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante de bijectivité de go f .

L(E) — L(F)

|Exercice 55| Soit E, un K-ev : on fixe g € £(E). On définit D, : .
[ ®y(f):=gof

1. Montrer que ¢, € L(L(E), L(E)).
2. Montrer que, si g est injective, alors ®, est injective.

3. Prouver que la réciproque est également vraie.

|Exercice 56| Soit u, un endomorphisme nilpotent de E d’indice n > 2 (i.e) u” = 0 et u”~' # 0.

Montrer qu'il existe un vecteur ¥ € E tel que la famille (Z, u(Z), u*(Z),...,u" (Z)) soit libre.
Que peut-on dire de n si F = R??

’Exercice 57‘ Soit F et F', deux espaces vectoriels, et des applications u € L(E, F) et v € L(F, E)

telles que v o u = Idg.

1. Que peut-on dire de u o v (calculer (vov)o (uowv))?

2. Montrer que F' = Im(u) & Ker(v).

| Exercice 58]

Soit f, un endomorphisme d'un K-ev E tel que, pour tout Z de E, la famille (Z, f(Z)) est lice.
Veérifier que cela signifie : Vi € E, I\z € K, f(Z) = \zZ.

Montrer que f est une homothétie, autrement dit que f vérifie : IN € K, V¥ € E, f(Z) = 7.
Indication : pour @ # 0 fixé et & de E, considérer Az, Az et Azyz et séparer les cas (@, Z) libre ou lice.

’Exercice 59‘ Soit f et g des endomorphismes d'un ev E tels que fogo f= fetgofog=yg.
1. Montrer que E = Ker(f) @ Im(g) et E = Ker(g) & Im(f).
2. Montrer que f(Im(g)) = Im(f).

| Exercice 60| Soit un endomorphisme ¢ € £(E) tel que Kerg N Img = {0}.

Montrer que, si & ¢ Kery, alors, pour tout n € N, ¢"(&) # 0.

’Exercice 61‘ Soit f € L(E,F), et H, un sev de E.
1. Prouver que f(H) est un sev de F.
2. Prouver f~'(f(H)) = H + Kerf.

|Exercice 62| Soit E, F et G trois K-ev : on considére des applications linéaires £ — F — G.
9

Prouver les équivalences :
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1. Ker(go f) = Ker(f) <= Ker(g) N Im(f) = {0p}.
2. Im(go f) =Im(g) < F = Ker(g) + Im(f).

’Exercice 63‘ Soit E, F' et G trois K-ev : on considére des applications u € L(E, F) et v € L(F,G).
1. Soit F’, un sev de F'. Montrer :
(a) u(u™'(F")) = F' NIm(u).
(b) v H(v(F")) = F' + Ker(v).
2. En déduire :
(a) Ker(v) NIm(u) = u(Ker(v o u).
(b) Ker(v) + Im(u) = v~ (Im(v o u).
)
)

(c) Ker(vou)=u"!(Ker(v) NIm(u)).
(d) Im(vowu) = v(Ker(v) + Im(u)).
3. En déduire
(a) Ker(vou) = Ker(u) <= Ker(v) N Im(u) = {0}.
(b) Im(vou) =1Im(v) <= F = Ker(v) + Im(u).

Formes linéaires

\Exercice 64\ Soit E, un K-espace vectoriel, et f une forme linéaire non nulle sur £ (f # 0 i.e

f # 0g+). I existe donc au moins un 7, dans E tel que f(i) # 0 : on le prend!

1. Montrer que f est surjective.

2. On note H = Ker(f) (hyperplan). Montrer que E = H @ vect(Zy).

’Exercice 65| Soit F, un K-ev. On considére deux formes linéaires sur f et g sur £ (f € E*,
g € E* ou E* = L(E,K)). On suppose qu’elles vérifient : VZ € E, f(Z) x g(Z) = 0.
Montrer que f =0 ou g = 0 (ott 0 = Op- représente ici la forme linéaire nulle sur E).
Indication : on demande donc de prouver « (VZ € E, f(z) = 0) ou (VZ € E, g(Z) = 0) ». On pourra
raisonner par l’absurde.

’Exercice 66\ On note ici E' = R[X], 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels.
E=R[X] — R
P +—— . (P):=Pa)

1. Vérifier que, pour tout a réel, ¢, est une forme linéaire sur F.

Pour tout réel a, on définit I'application ¢, :

2. Soit ay,as, ..., a,, n réels distincts. Montrer que la famille (@4, ©ays - - -, o, ) €st une famille
libre dans l'espace vectoriel E* = L(E,R). Ceci permet donc d’affirmer que la famille infinie
(¥a)acr est libre.
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3. Ce résultat subsiste-t-il si 'on remplace F = R[X] par E = RR = A(R,R)?

| Exercice 67| Soit £, un K-ev non trivial. Montrer :

V(Z,9) € E? : (T # ) = ( il existe une forme linéaire ¢ telle que ¢(Z) # (7)) ).
Indication : considérer un projecteur p de base vect(Z—7v) et vérifier que 'application (forme linéaire 7)
¢ définie par p(Z) = ¢(2)(Z — ¥) (pour tout 2 € E) est une solution.

\Exercice 68\ On considére l'espace vectoriel £ = C*°(R,R) des fonctions de classe C* sur R.
Pour tout k = 1,2,...,n, on définit application ®; : E — R par : Vf € E, ®,(f) := f®(0).

1. Montrer que, pour tout k = 1,2,...,n, 'application ®; une forme linéaire sur F.

2. Montrer que le systéme (®q, @y, ..., D,) est libre dans 'espace dual L(E,R) = E*.
Indication : considérer les fonction puissances Py définies sur R par Py(z) = 2%, calculer leurs

dérivées successives, et vérifier que ®;(Py) = 0 si i # k, et Oy (Py) =7

Projecteurs - Symétries

’Exercice 69‘ Sur le R-espace vectoriel R, on définit ’application E = partie entiére.

1. Vérifier que Fo F = E.

2. F est-elle un projecteur de 'espace R 7

’Exercice 70\ Soit p et s, le projecteur et la symétrie sur/par rapport a F' et parallélement a G, on

F et G sont deux sev supplémentaires d'un ev E. Que valent pos? sop?

’Exercice 71 ‘ Soit p, un projecteur d’'un K-ev E. A quelle condition nécessaire et suffisante portant

sur le scalaire A\ 'application Ap est-elle un projecteur ? Dans ces cas, comparer les noyaux et images

de ces deux projecteurs.

| Exercice 72|

1. Soit f: R® — R2, définie par f(x,vy,2) = (z,y).

f est-il un projecteur ? Si oui, préciser sa base et sa direction.

2. Soit g : R®* — R3, définie par g(z,y,2) = (v + 2,y + 2,0).
g est-il un projecteur ? Si oui, préciser sa base et sa direction.

|Exercice 73| Soit le R-ev E = R2. On définit @, = (1,1) et @ = (2,3).

1. Vérifier que F' = vect(u;) et G = vect(uy) sont des sev supplémentaires dans F.

2. Calculer I'expression du projecteur p sur F' parallélement a G. Comment peut-on vérifier la
cohérence du résultat ?
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3. Calculer I'expression de la symétrie s par rapport & F' parallelement a G.
Et de la symétrie ¢ par rapport a GG, parallélement a F' 7

|Exercice 74| Soit le R-ev E = R®. On définit @; = (1,0,0), @ = (1,1,0) et @5 = (1,1,1).

1. Vérifier que F' = vect(iy, Uz) et G = vect(is) sont des sev supplémentaires dans FE.

2. Calculer I'expression du projecteur p sur F' parallelement & G. Comment peut-on vérifier la
cohérence du résultat ?

3. Calculer I'expression de la symétrie s par rapport & F' parallelement a G.
Et de la symétrie ¢ par rapport a GG, parallelement a F'7

|Exercice 75| Dans £ = R3, on définit les sous-espaces F = {(z,y,2) € E|z+y—2z =0} et
G =vect((1,1,1)).

Montrer le projecteur p de base F' et de direction G est bien défini, ainsi que la symétrie s par rapport

a I parallélement & G.
Déterminer p((2,2,3)), s((2,2,3)) et plus généralement p((a,b,c)) et s((a,b,c)) .

\Exercice 76\ On considére le R-espace vectoriel £ = C. On définit ’application
CcC — C

1 1_ -
z — f(z):§z+§§

f:

1. Montrer que f est un endomorphisme de F.

2. Montrer que f est un projecteur de F.

3. Déterminer Ker(f). Vérifier que c’est une droite vectorielle.
4

. Déterminer Im( f). Vérifier que c’est une droite vectorielle (rappel : ici, z € Im(f) < --).

’Exercice 77‘ On considére le R-espace vectoriel £ = C. On définit 'application

CcC — C
p:

z — pz)=2z—jz

2im

ot, bien entendu j désigne la célébre racine cubique de l'unité (j = e ).
1. Montrer que p est un endomorphisme de E.
2. Montrer que p est un projecteur de E.
3. Déterminer Ker(p). Vérifier que c’est une droite vectorielle.

4. Déterminer Im(p). Vérifier que c’est une droite vectorielle.

’Exercice 78‘ Soir E = RR et I'application S, définie par :
Vi€ E,S(f)=gou VreR, g(x) = f(1 —x).

1. Montrer que S est une symétrie vectorielle de F.
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2. On définit Papplication P par : Vf € E, P(f) = g ou, Vz € R, g(z) = 3(f(z) + f(1 — 2)).
Montrer que P est un projecteur de E.

3. Préciser des vecteurs non triviaux du noyau et de 'image de P.

| Exercice 79| Soit E = C°([—1,+1],R), I'espace vectoriel des fonctions continues sur [—1, +1].
+1

Pour f; et fy dans F, on pose s(fi, f2) := fi(t) f2(t)dt.
1

s(f,q)
s(g,9)"

Soit g € E telle que g # 0 = 0 : justifier s(g, g) # 0. Pour tout f € E, on pose P,(f) =

1. Montrer que P, est un projecteur.
2. Déterminer Im(P,)) et Ker(P,).
3. On admet le résultat suivant : si p et ¢ sont deux projecteurs, alors p + ¢ est un projecteur si

et seulement si po g = gop = 0. En déduire une condition nécessaire et suffisante (CNS) sur f

et g pour que Py + P, soit un projecteur.

’Exercice 80‘ Soit u et v, deux endomorphismes d’un espace vectoriel £ qui commutent (i.e) tels

que 4oV =V o U.
1. Montrer le noyau et I'image de v sont stables par wu.

2. Soit p, un projecteur de F.

Prouver 'équivalence : (uop=pou ) < ( Ker p et Im p sont stables par u ).

’Exercice 81‘ Soit E, un K-ev et p un projecteur de E. On définit A = l’ensemble des endo-

morphismes de £ qui commutent avec p, autrement dit A= {f € L(E)|fop=po f}.
1. Montrer que A est un K-ev.
2. Pour tout f € L(F), prouver 'équivalence : (f € A) < (Im(p) et Ker(p) sont stables par f).

’Exercice 82‘ Soit f, un endomorphisme d'un K-ev vérifiant f = ap + (¢, ot p et ¢ sont des

projecteurs de E tels que pog=gqop =0 et a, B des scalaires.

Déterminer, pour tout n € N* une expression simple de f".

’ Exercice 83 ‘

Sur E = RR, on définit 'application ¢ par : Vf € E, o(f) = f, ouVzeR, f(x) =
Montrer que ¢ est un projecteur de £, dont on déterminera la base et la direction.

f@) + f(=x)
5 :

’Exercice 84‘ Soit p un projecteur de E, et un scalaire A différent de 0 et de 1.

On pose f = p — Mldg. Montrer que f est un automorphisme de E.
Indication : chercher f~! sous la forme d’une combinaison linéaire de p et Idg.

’ Exercice 85 ‘
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Soit p, un projecteur d’'un K-espace vectoriel E. On pose ¢ =Idg —pet s =p —q.

1. Montrer que g est un projecteur et s une symétrie.

2. Onpose L={u€e L(E)|3f €e LIE), u= fop}tet M ={ue L(E)|If € LIE), u= foq}.
Montrer que L et M sont des sous-espaces supplémentaires dans L£(FE).

’Exercice 86\ Soit F, un K-ev, et soit p et ¢ deux projecteurs de 'ev F.

1. Montrer que p et ¢ ont méme image si et seulement si (pog=gqet gop=np).

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que p et ¢ aient la méme direction, c’est &
dire le méme noyau. Pour cela, on pourra poser p’ = Id —p et ¢ = Id — g (projecteurs associés),
veérifier que p’ et ¢’ sont des projecteurs dont on identifiera les noyaux et images, puis utiliser

la question précédente.

3. Montrer que I’endomorphisme p + ¢ est un projecteur si et seulement si pog=gop=0.

’Exercice 87‘ Soit p et g deux projecteurs d’un espace vectoriel E.

1. Montrer qu’on a les équivalences :
(p+ g est un projecteur ) « (pog+qgop=0) & (pog=qgop=0).
2. Dans ce cas (i.e) en supposant que p + ¢ est un projecteur, montrer que :
Im( p+¢q ) = Im(p) + Im(q) et Ker( p+q ) = Ker(p) N Ker(q).
Indication : si ¢ est un projecteur, (¥ € Im(yp)) < - - -

Exercice 88‘ Soit p et ¢ deux projecteurs de E qui commutent (i.e) tels que pog = qop.

1. Montrer que p o q est un projecteur, puis que :
Ker(pogq) = Kerp + Kerg et Im(pogq )= Imp N Img.
2. On pose r = p+ q — p o g. Montrer que r est un projecteur, puis déterminer son noyau et son

image.

’Exercice 89\ Soit p et g des projecteurs d'un ev E tels que pog=0. On pose r =p+q—qop.

Montrer que 7 est un projecteur et que Ker(r) = Ker(p) N Ker(q).

’Exercice 90‘ Soit u et v deux endomorphismes de . Montrer que 'on a 1’équivalence :

(uov=wuetvou=nv)< (uetwvsont des projecteurs et Ker u = Ker v )

’Exercice 91‘ Soit f et g, deux endomorphismes d’un ev E. Prouver I’équivalence :
(fog=getgof=Ff)< (fetgsontdes projecteurs et Im(f) = Im(g)).

’Exercice 92\ Soit P, I'ensemble des projecteurs d’un espace vectoriel E.

1. On définit sur P la relation < par :

(p<q) & (pog=qop=p)
Démontrer que < est une relation d’ordre.
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2. Soit p et ¢ dans P tels que po g = qop. Démontrer {p, ¢} admet une borne inférieure i et une
borne supérieure s et que :

Im(i) = Imp N Img et Im(s) = Imp + Img

|Exercice 93| Soit F, un K-ev, et u un endomorphisme de E (u € £(E)). Prouver Péquivalence :

(il existe un projecteur p tel que u = pou—uop) & (u?>=0).
Indication : pour =, prouver d’abord powop = 0 puis u o p = 0 et conclure. Pour <, justifier
I'existence de Hy, sev de E vérifiant Im(u) C Hy C Ker(u). On choisit alors Hy un supplémentaire
quelconque de H; : vérifier que p, projecteur de base H; et direction H, est une solution du probléme.

L’algébre (L(E),+,o0,.)

| Exercice 94| Déterminer £(R) et £ (£(R)) (les espaces étant considérés comme des R-ev).

’ Exercice 95 ‘

1. Montrer que ’ensemble des suites bornées de RN est une algébre.

2. Montrer que I'ensemble des suites convergentes de RN est une algébre.

3. Montrer que I’ensemble des suites convergentes et de limite nulle de RN n’est pas une algébre.
4

. Montrer que le sous-espace vectoriel de RR engendré par les fonctions [s, : x +— sinnaz| et

[cn : x — cosnx| pour n € N, est une algébre.

’Exercice 96‘ On dit qu’'un élément a d’'une algebre A est nilpotent s’il existe n € N tel que
a” = 0.

1. Montrer que, si a est nilpotent, alors 1 — a est inversible.

2. Montrer que, si a et b sont deux éléments nilpotents qui commutent (i.e a X b = b X a), alors
a X b et a + b sont nilpotents.

3. Soit a et b, deux éléments de A : montrer que, si a X b est nilpotent, alors b x a est nilpotent.

’Exercice 97‘ Soit w un endomorphisme nilpotent de E (i.e) il existe n > 1 tel que u™ = 0.

1. Un exemple : soit f: R3 — R3 définie par f(z,y,2) = (y + 2, 2,0).
(a) Préciser les noyaux et images de f, de f2.
(b) Déterminer f3. Conclusion ?

2. On suppose que F n’est pas réduit a son vecteur nul. Montrer que u n’est pas un isomorphisme
de F, mais que (Idg — u) et (Idg + u) sont des isomorphismes de E. Réciproques ?

3. Montrer que si v est un autre endomorphisme nilpotent de £ commutant avec u (i.e) tel que

uwov =vou,alors uov et u+ v sont également nilpotents.

4. Soit f et g deux endomorphismes de E. Montrer que : ( go f nilpotent ) < ( fog nilpotent ) .
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|Exercice 98| Soit u, un endomorphisme d'un K-ev E (i.e) u € £(E). On définit alors I'ensemble

C(u) des endomorphismes de E qui commutent avec u : C(u) = {v € L(E) |uov = vou} (le
commutant de u).

1. Montrer que C(u) est un ev.
2. Déterminer C(Idg), C(0zm)), C(a.ldp) ot a € K.

3. Que peut-on dire de 'ensemble C = [ C(u)?
ueL(E)

| Exercice 99|

1. Soit f € L(F) tel que, pour tout Z € E, la famille (Z, f(Z)) est liée, autrement dit (le justifier)
il existe A\, dans K tel que f(Z) = \,Z. Montrer que f est une homothétie.

2. Soit g € L(F) et p, un projecteur de base F' et de direction G.
Montrer que g et p commutent si et seulement si F' et G sont stables par g .
3. Soit f, un élément du centre de L(F), (i.e) vérifiant : Yu € L(E), uo f = fou.
En considérant pour u une projection bien choisie, montrer que f vérifie la propriété de la

premiére question (on rappelle que tout sous-espace vectoriel posséde un supplémentaire).

4. Quel est le centre de L(E)?

|Exercice 100| Soit £, un K-ev et un endomorphisme u € £(F) fixé.

On considere alors I'ensemble D := {v € L(E) |[uov =vou = Oz}
1. Quelle est la structure de I’ensemble D 7
2. Rappeler la caractérisation de u o v = Og(pg) utilisant un certain noyau et une certaine image.
3. Trouver des conditions suffisantes pour que I'on ait D = {Oz(g)}.

4. Trouver des conditions suffisantes pour que 'on ait D = L(E).

L(E) — L(F)

’ Exercice 101 \ Soit f, un endomorphisme fixé d'un ev £ : on définit @ : .
g — Py(9)=1foyg

1. Vérifier que @ est un endomorphisme de L(E) (i.e) &y € L(L(E)).

2. Montre que I'on a I’équivalence : (f est nilpotente) < (@ est nilpotente).
Indication : il y a un sens évident. Pour l'autre, remarquer @’;(IdE) =7

’Exercice 102‘ Pour f, endomorphisme fixé de E, on définit sur £L(E) I'application ®; par :
Vg € L(E), ®s(g9) = fog—gof.
1. Montrer que ®¢ est un endomorphisme de L£(E) (i.e) &5 € L(L(E)).

2. On définit 'application @ : L(E) — L (L(E)), f+—— O(f) := ;.
Montrer que ® est une application linéaire (i.e) ® € L (L(FE), L (L(E))).
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3. Montrer que, pour tout n € N : (¢f)"(g9) = Z (—=1)* (Z) f " ogo f* (récurrence sur n).
k=0

En déduire que, si f est nilpotente, alors ¢y est également nilpotente.

4. Que pensez-vous de la réciproque du résultat précédent (examiner le cas f = Idg)?

’Exercice 103 ‘ Soit f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E vérifiant : fog—gof = Idg.

1. Montrer que, pour tout entier n > 1, fog® —g"o f =ng" ! et flfog—go f*=nf"L
2. Montrer que, pour tout entier n > 1, les familles (Idg, f, f2,---, f* 1) et (Idg,g,¢% -+ ,¢" ")

sont libres dans L(FE).
3. (pour plus tard) En déduire que E ne peut pas étre de dimension finie.

4. Veérifier que, dans E = R[X] avec f(P) = P’ et g(P) = XP, f et g vérifient les hypothéses .

’Exercice 104‘ Soit f, un endomorphisme d'un R-ev tel que f # £Idg et f2 = Idg.

1. Un exemple : vérifier qu'avec E = R?, Papplication f définie par f(z,y) := (22 — 3y, z — 2y)
est un exemple illustrant cette situation.

2. On revient au cas général : dans L(FE), vérifier que F = vect(Idg, f), 'espace engendré par f

et Idg, est un plan.
3. Montrer que, pour tout polynome P € R[X], P(f) € F.
4. Montrer que (F,+,0) est un corps.

’Exercice 105‘ Soit f et g deux endomorphismes d’un ev F.

Prouver I'équivalence : ( (Idg — f o g) est injective ) < ( (Idg — g o f) est injective ).
Indication : prouver une contraposée. En prenant ¥ € Ker(Idg — f o g), que dire de § = ¢(Z) et
Ker(Idg —go f)?

|Exercice 106] (***) Soit F et G, deux sev supplémentaires d’un ev E.
On définit 'ensemble I' = {p € L(E) | Ker(¢) = F et Im(p) = G}.

1. Prouver que I' est non vide.

2. Montrer que, si ¢ appartient a I', alors ¢ induit un automorphisme @ sur G.

3. Montrer que (I',0) est un groupe (ATTENTION : le neutre ici n’est pas Idg, pour des raisons
évidentes, mais p = le projecteur de base G, direction F'!!!).

’Exercice 107‘ Soit F, un K-ev, et f € L(F), un endomorphisme de E tel qu’il existe un unique
g € L(E) vérifiant : f o g =Idg.
1. On définit ¢’ = go f — Idg + ¢ : simplifier fo ¢’

2. Comparer alors g et ¢'.

3. En déduire que f est bijective.
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