PCSI, Td : Vect, sommes directes, ssev supplémentaires.

Exercice 1 (Sous-espaces vectoriels engendrés par une famille.) Pour chacun des ensembles donnés, les mettre sous
la forme d’un sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteur (en particulier cela prouve qu’il s’agit bien de sous-
espaces vectoriels)
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F={(z,y) eR? 2+3y=0}

{ 2,y,2) ER3, x4+ 3y — 2z = O} , montrer qu’il s’agit d’un plan vectoriel.
{ 2,9,2) ER®, 043y —22=0ectax+y—2= 0} , montrer qu’il s’agit d’une droite vectorielle.
{(a+B,a—28,a+3B) e R® , (o, 8) € R?}, montrer qu’il s’agit d’un plan vectoriel.
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F ={(z,2z),z € R}, montrer qu’il s’agit d’une droite vectorielle.
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(r,y,2,t) ERY, 2+ 2y —2+t=0etx+y+22—3t= 0}, montrer qu’il s’agit d’un plan vectoriel.
(1, ,2pn) ER™, 21 =29}
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F={ueRY, VneN, ups1 = 2uy,}, montrer qu’il s’agit d’une droite vectorielle.

F est l’ensemble des solutions de l'équation y' + xy = 0, montrer qu’il s’agit d’une droite vectorielle.

. F est ’ensemble des solutions de ’équation y" +y' +y = 0, montrer qu’il s’agit d’un plan vectoriel.

1
F= {P € Ry [X], / P(t)dt = O} , montrer qu’il s’agit d’un plan vectoriel.
0

F={PeRy[X], P(1)=P(2) =0}, montrer qu’il s’agit d’une droite vectorielle.
F={feFRR),3(a,b) eR? VxR, f(x)=acosz+be"}, montrer qu’il s’agit d’un plan vectoriel.

Exercice 2

1.

2.

3.

On considére ’espace vectoriel (on ne demande pas de prouver qu’il s’agit bien d’un sous-espace vectoriel) F' =
2k

1
{PeRn [X], / P(t)dt:O},Pourk:e {1,---,n}, on pose P, (X) = Xk—i-k—X 1. Montrer que Vect (Py,--- , Py) C
0

1
Dans F (R,R), soit F' = Vect (exp, ;) et G = Vect (ch,sh). Montrer que F = G.
X

Dans F (R,R), on définit les fonctions f1, fa, f3 et f4 par fi(z) =1, fo(x) = cos 2z, f3(z) = cos®z et fy (x) = sin® z.
Soit F' = Vect (f1, f2) et G = Vect (f3, f1) . Montrer que F = G.

Exercice 3

1.
2.

Montrer que F = {(ac,y, 2)eER3, x4y —32= O} et G = Vect (1,2, —1) sont en somme directe dans R3.

Pour quelles valeurs de a, les sous-espaces vectoriels F' = {(x, y,2) ER3, . —y+22= 0} et G = Vect (1,a,1) sont-ils
en somme directe ?

Montrer que dans R3[X], les sous espaces F = {P € Rg [X], P’ (1) = 0} et G = Vect (1 + X?) sont en somme directe.
. Dans R™, montrer que F = {(z1,--+ ,xn), > poy ki =0} et G ={(z1,-+ ,xn), T1 =22 = --+ =z, } sont en somme
directe.

Dans F (R,R), montrer que F = {f constante sur R} et G = {f nulle en x = 2} sont en somme directe.

DansCO(R),montrerqueF{fGCO /f dtO} et G = {f telle qu’il existe a € R, Vz € R, f(x) = ax}

sont en somme directe.

Soit F ={PeR3[X], P(1)=P(2)=0} et G ={P eR3[X], P(1) = P(—1) =0} sont-ils en somme directe dans
R3 [X] ?

Exercice 4 Montrer que les dans les exercices 3.1), 3.8), 8.5) et 3.6) les sous espaces sont supplémentaires. Pour [’exercice

3.6),

donner la décomposition des fonctions sin, cos et exp .
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