PCSI, Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

1 Suites u,;) = au, 1 + bu,. Preuve des résultats.
On considére une suite récurrente linéaire d’ordre définie par up, u; et la relation de récurrence
Unt2 = QUp g1 + buy

ol a et b sont, soit deux complexes, soit deux réels avec (a,b) # (0,0). La donnée de uy et de u; (conditions initiales)
permet donc, de proche en proche, de calculer tous les termes de la suite. Il s’agit de déterminer une "formule" permettant
de calculer directement u, en fonction de n (et de up et uy).

Remarque : Si a =b =0, la suite (un ), oy est stationnaire égale a 0 pour n > 2.

1.1 Cas des suites complexes

Si a et b sont dans C, on a le résultat suivant :
Theorem 1 Soit u = (un), oy vérifiant
Un+2 = QUn+1 + buy ou (a,b) € C?

On définit Iéquation caractéristique (E¢) : % = ar + b.
(1) Si(E.) admet deux racines v1 et v, distinctes, alors

J(A\u) €Ct ¥neN, u, =AM 4 wr?
(2) Si(E.) admet une racine double v, alors
AW eC, VneN, u, = An+p)r™
Preuve. On définit la suite (vn ), oy par
neN, vy =upy) — Uy
(si la suite est géométrique de raison 7, la suite (i), oy est nulle, (vn), oy mesure donc Uécart a la géométrie). On a alors

Vil = Unpg2 —TUpg1 = QUnyg1 + DUy —TUny = (@ —T)Unyq +bu,
= (a=7) (uns1 —Tun) + (ar+b—1%) uy

Ainsi, si T est racine de (E.), la suite (vq), oy est géométrique de raison (a —T).
Si (E.) admet deux racines r1 et 12, on peut donc définir deux nouvelles suites géométriques en posant

Vi =Un41 —TiUn €l Wy =Unyg — T2Un

Puisque la somme des racines vaut r1 +7t2 =a, onaa—71; =712 et a—712 =717. Ainsi (vn)neN est géométrique de raison
12, alors que (Wn), oy est géométrique de raison v1. On en déduit que

n n
YneN, vy =13V et wy =WoT)
soit

Un+1 —T1Un =T7Vp
Un+1 — T2Uy = WoTT

. ) . . , . —r .
Si lVon voit cela comme un systéeme d’inconnues U, et Un41, le déterminant est T = 1 — 712 #0 et on obtient
Y +1) 1 T
-T2
Wy — TV
Uy = Uy = —2— =N} + w1
T —T2

a
. . . . . . , . P .
St maintenant (E¢) a une unique racine r = 7 on ne peut construire qu’une seule suite (vn)neN définie par vy, = Un 1 —TUy,
qui est géométrique de raison a —r =71. On a donc

Vn = Untl —TUp =TV = Up1 = TUy + TV
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On regarde alors les permiers termes de la récurrence Un+1 = TUn + 1T™Vvo, on obtient
up =1uUp +vo, Up =TU] TV = Tzuo + 2rvp, uz =14 +T2\)o = T3U0 + 3rvo

On montre alors par récurrence que
Uy = Uy + 1™ g

La proposition P (n) ="un = 1" ue +nr~ " est vraie pour n = 0, supposons la vraie au rang 1, alors
Un1 =Tun +7"vo =1 (Mug + 0™ Tvg) +1™ve =1 g + (n+ 1) 1w

Ainsi
Up =M ug + Ty = (uo +nv70) ™ =Mn+u)r" carr#0, sinona=b=0

Remarque : En pratique, on calcule les constantes A et pu en écrivant que uy = A + @ et w; = Ary + ury lorsque (E.) a
deux racines, et que ug = et u; = (A + p) r lorsque (E¢) a une racine double.

1.2 Cas des suites réelles
On suppose que a et b sont réels et on cherche les suites réelles, on a alors le résultat suivant :
Theorem 2 Soit u = (un), oy une suite réelle vérifiant
Uni2 = QUn41 + buy o (a,b) € R?
On définit Iéquation caractéristique (E¢) : v = ar + b.
(1) Si(E.) admet deuz racines vy et v distinctes, alors
I\ u) €RY, VneN, u, =AM 4 wr?
(2) Si(E.) admet une racine double v, alors

I\ p) eR?, vneN, uy = (An+p)

(3) Si(E.) admet deux racines complexes conjuguées r1 = pe'® i0

I ) eR?, VneN, u, = p" (Acos (nB) + sin (n0))

Preuve. Dans le cas (1) et (2), on peut voir la suite comme une suite compleze. Les constantes A et W qui interviennent
dans la conclusion se calculent en fonction de uy et de wy, donc sont réelles. Il reste le cas (3). On peut toujours voir la
suite comme compleze. Il existe donc o« et 3 tels que

etry =71 = pe 'Y, alors

vneN, u, =orl + pry
ot & et B sont complexes. On calcule alors o et  en fonction de uy et wy, on a
{ ax+p=1up
ary + BT =y
Les formules de Cramer donnent alors
1

o= — (W —Tug) et p=—
T —T T —T

(W —True)

A—ip
2

Puisque Wy et wy sont réels (la suite est réelle), on a « = . Ainsi u, = ry +f3_r? = 2Re(ar}). Si on pose & =

(i.,e A\=2Re(a) et u=—2Im(x)), alors

A—ipn
2

ary = x p" (cos (nB) 4+ isin (nO)) = % (Acos (nB) + psin (nO))

et
vneN, u, =p™ (Acos (nO) +sin (n6)) ou (A, p) € R?

Remarque : Une fois de plus les coefficients A et p s’obtiennent en écrivant que pour n =0 et n = 1, on obtient uy et
up.
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