PCSI, Convexité Fiche 20 bis

1 Les basiques
Exercice 1 Que dire d’une fonction convexe et concave sur un intervalle ?
Exercice 2 Que dire de la somme de deux fonctions convexes ¢ D’une combinaison linéaire ?

Exercice 3 Soit f : R — R, une fonction convexe et positive. On suppose que f a deux zéros a et b avec a < b. Montrer
que f est nulle sur le segment [a, b].

Exercice 4 Soient f et g convexes sur I, que dire de sup (f,g) et de inf (f,g) ¢

Exercice 5 Montrer que pour z € [0,1], onal+z<e*<1l+z(e—1).

x

Exercice 6 Justifier, a l'aide de la convexité d’une certaine fonction que x —— est croissante sur R*.

Exercice 7 Soient f et g convezes sur R avec g croissante, montrer que go f est convexe. En déduire que si h : R — RT*
est telle que Inh est convexe, alors h est convezxe.

1z f(z)
Exercice 8 Soit f convere sur I et x <y < z dans I, montrer que | 1 'y f(y) | >0.
1z f(z2)

Exercice 9 Utiliser la fonction f, définie sur|1,4o0[ par f(z) = lnlnz pour montrer que :

Vz,y €]1, 400, In (sz) > /In(@) n(y)

1 n
Exercice 10 Soient n € N* et a1, ..,a, € R, on définit A(ay,..,an) = — E ar (moyenne arithmétique) et G(aq,..,a,) =
n
k=1

ﬁ ar, (moyenne géométrique). Montrer que A(ay,..,a,) > G(ay, .., ap).
Ap];;ilcations : Démontrer les inégalités

1. Montrer que ¥V (a,b,c) € RT3
al+ b+ > 3abe
(a+b+ 0)3 > 27abe

n+1

VYn € N*, V/n! <
3. Soit P(x) =z" + Ap_12" P4+ +az+1 un polynéme de degré n > 2 ayant n racines réelles strictement négatives.
Montrer que pour k € N*, on a

P (k) > (k+1)"

Exercice 11 Prouver la convezité de f (z) =1n (1 + e”). Montrer que pour tout n dans N*, V (z1,...,z,) € |0, +o00[",

1+ (Hm)n < H(l-i—l‘k:)%
k=1 k=1

En déduire que pour tout n dans N* , (a1, ...,a,) € RY", (by,...,b,) € RY"

(ﬁ (ak +bk:)> " > (ﬁ ak:) " + (ﬁ bk) "
k=1 k=1 k=1
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Exercice 12 Montrer que pour tout n dans N* | (a1, ...,a,) € RY?

En déduire que Vx > 1,

Exercice 13

1. Soit f définie par f (z) = €2*7°5% montrer que f est conveze sur R.

2. Soit f : I— R, montrer que In f convere = f conveze (Utilisez la concvité de In). Que pensez-vous de la réciproque
?

Application : prouver la convezité de g définie par g(x) = (1+x)".

Exercice 14 Montrer que Ya,b,z,y > 0, on a

T Y T+y
In — InZ > 1
vin Tt ylny > (@4 y)no—y
2 Les techniques
Exercice 15 Soit f :]0,+oo] — R convexe. Montrer que f(;) a une limite dans RU {400} lorsque x tend vers +o0o. (On

pourra utiliser la croissance des cordes).

Exercice 16 Soit f : Rt — R positive, bornée, de classe C? telle que f < f".
1. Montrer que f est convexe et décroissante.
2. Montrer que f et f’ tendent vers 0 en +oo.

3. Soit g et h définies par g (z) = f(x)e” et h(z) = (f () + f(x)) e™™ pour x > 0. Etudier les variations de h et de g,
ainsi que le signe de h.

4. En déduire que pour x >, on a f(z) < f(0)e *.
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