PCSI, Fonctions usuelles (partie I) Fiche 3

1 Les basiques

Exercice 1 Résoudre , m désigne un réel quelconque, = est l'inconnue cherchée:

(E1):x—1=+z+2 (B2) :x—1<+z+2
(E3):v2r+m=x+1 (Ey) :vV2z+m<z+1
(Bs):vVe+1—+vVzx—4=3 (Es):Ve+1l—vr—4=m

Solution. Pour (E;) : Avant tout le probléme ne se pose que sur [—2, +00[, domaine sur lequel ’égalité et 'inégalité sont

deéfinies. Pour I’égalité, on est tenté de passer au carré. Mais deux nombres peuvent avoir méme carré sans étre égaux (c’est
le cas de 1 et —1). Or ici v/x + 2 est positif donc

2
r—1=yz+2 <+ {(xl) =z+2

etx—1>0
— 22 —-3x—-1=0
etx—1>0
— x:%+%\/13210ux:%f%\/13§1
etz —1>0

La solution est donc = = % + %\/ 13.
Pour (E2) : le plus simple est d’introduire la fonction f définie par f(x) = z — 1 — v/ + 2. Alors f est définie, continue
sur [—2, +o0[, elle ne s’annule que si © = % + %\/13 donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires elle garde un signe

constant sur [—2,% + %\/13] et sur [% + %\/ 13, +oo[ (sinon elle s’annule une autre fois). Il reste & déterminer ce signe en
regardant la valeur en —2 et en 7, car f(—2) = -3 <0et f(7) =3 > 0. Ainsi

3 1
r—1<Vr+2<=ac [—2,§+§\/§]

Pour (E3) c’est pareil

_ (x+1)72=2z+m r2=m—1
V2z+m=x+1 <+— { etz t1>0 <— ot x> —1

Sim < 1il n’y a pas de solution. Si m > 1, on a, a priori deux solutions v/m — 1 toujours acceptable et —y/m — 1 que 'on
doit parfois exclure lorsqu’elle est inférieure & —1. On résout donc l'inégalité

—vVm-1<-1l<—+vm-—-1>1

Puisque la fonction f : m — +/m — 1 est continue, strictement croissante et que f(2) =1, on a f(m) > 1 <= m > 2.

Conclusion : On a deux solutions si et seulement si m € [1,2] qui sont —/m — 1 et v/m — 1, une unique solution si m > 2,

aucune si m < 1.

Pour (E4), on discute selon la valeur de m. On introduit ¢ (z) = (x + 1) — v/2x + m. qui est une fonction définie et continue
m

sur [f—,+oo .

Si m < 1, 'équation ¢ (x) = 0 n’a pas de solution, ainsi ¢ garde un signe constant (d’aprés le TVI, sinon elle change de

: : m 1 1-m . : .
signe), puisque ¢ (—5) = 5 + > 0 elle est positive et (E,) est toujours varie.
Sim € [1,2],’équation ¢ (z) = 0 a deux solution —/m — 1 et v/m — 1. Sur les intervalles [—%, —vm — 1} , [—\/m —1,v/m— 1:
9=
et [\/m -1, +oo[ elle garde un signe constant. On détermine son signe avec ¢ <f%> = m >0, p(0)=1—ym<0et

lim ¢ =+4o00. Ainsi v2x +m <z +1 sur [—%, —/m — 1] et [\/m — 1,—}—00[.

T— 400

Enfin si m > 2, I’équation a une seule racine, sur [75, m — 1} et sur [\/m —1, +oo[, garde un signe constant, puisque

9 _
@(—%): 2m<0et lirf p=4o00,ona2xr+m<z+1sur [\/m—l,—i—oo[ouf!
Tr— 100

Pour (Es), on ruse un peu, on a vz + 1 —y/z — 4 = 3. Reéflexe, expression conjuguée ! Cela donne

(x+1)—(x—4) 5 —
m+m—3<:>3—\/$+1+\/$ 4
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PCSI, Fonctions usuelles (partie I) Fiche 3

5 7 2
Sionposea:\/x—i—letb:\/ac—4,onadonca—szeta+b:§d’oﬂa:\/x—i—l:getb:\/x—4:—§.Pasde
solutions ! .

Pour (Es), méme méthode vz +1 —vor—4 = m =
(Eo) Vitl+o—4

Ve+l=+vax—4= xz+1=2—4---). On suppose donc m # 0, on obtient avec v+ 1 et b = vx—4, a—b=m et
5 m 5+m? 5 m 5-—m?

a+b:%d’oﬁa:\/x+1:—+—: etb=\r—4=— — — =

2m = 2 2m 2m 2 2m
On remarque que a+b = —, donc puisque a > 0 et b > 0si m < 0il n’y a pas de solution. On suppose donc m > 0, on doit
m

= m. Si m = 0, pas de solution (cela donne

alorsavoirb*i—mf57mZ
T 2m 2 2m

> 0 ce qui impose m < v/5. On a alors

<5+m2)2
T = -1
2m

5-m2\° 5+m2\°
et l'on peut vérifier que mn +4 = tm —1. m
2m 2m

In(lna
Exercice 2 Simplifier a Ina  pour a > 1.

. In(Ina
Solution. On sait que u’ = e?'™% siu >0, donc @™ Ina = exp (M x In a) =exp(ln(lna)) =lna. =

Ina

Exercice 3 Résoudre l'équation xV* = \/z°
Solution. Les expressions n'ont de sens que si x > 0. On passe alors au logarithme (népérien) pour obtenir \/rlnz =

\/E Inz =0

Inz <= ﬁ(lT)lnxO@ ou  Les solutions sont doncx =1etx=4. 1

N

z
2

Exercice 4 Résoudre 2°° = 3%
Solution. On passe au logarithme (népérien) pour obtenir z3In2 = z?In3 < 2% (zIn2—1n3) = 0. On a donc deux
In3

solutionsx=0etz=—. N
In2

. , Inz+Iny =In2 Inzy =5
Exercice 5 Résoudre { Tty _y et { (In(z)ln ()2 =36
Inzy =1In2 zy =2

r+y =4 = r+y =4

, 2 _ , . - 2+2 2-42
les solutions de Z= — 4Z + 2 = 0. Les racines de ce polyndomes sont?iﬁdou(y)é{(Q_ﬁ \ o s .

Inz+1Iny =5 o
In(z)ln(y) =6 ou —6 AinsiInz et Iny sont

2 3 -1 6
racines de Z? — 57 + 6 ou de Z> — 57 — 6. C’equidonne(i)é{( :3 >,< :2 >,( 666 ),( :,1 )} ]

Exercice 6 Résoudre e® +e'™* —e—1=0

Solution. Pour le premier, x et y doivent étre positifs, on a alors { ainsi x et y sont

Pour le second, on procéde de méme, on doit avoir x et y positifs et on a

' X2—(e+1)X
Solution. On pose X = e car e’™* = i, on obtient X+§ —e—1= (e ‘;_ )X +e
e[L‘
Vautre est X = e (produit des racines). D'ovx =0 ouxz=1. m

. Une racine évidente est X =1,

Exercice 7 Donner le domaine de définition des fonctions suivantes et en donner une expression plus simple.

() e3n(=?) @) 3(1e?) B) 5 _n(ger), @ xﬁ () pel-in(@)

Solution. () Dy = R* et f(z) = e™Ve® = |g @ Dy =Ret f(z) =VI+a2Z ) Dy =10,+00 et f(z) =
r—Inx—z=—Inx ) Df:]O,l[U]l,—l—oo[etf(x):eiﬁ_i:e ®) Dy =10, +o0] etf(ac):xxgze. ]

Exercice 8 Déterminer les domaines de définition, de dérivation et la dérivée des fonctions suivantes :

1+x
T R R A

Déterminer les limites auz bornes du domaine de définition de f1, fo et f3 (pour fy c’est beaucoup plus dur !).
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no 1—Inx

Solution. On a fi (xv) =e"= est définie sur Dy, =10, 400] continue et dérivable sur Dy, avec fi (z) = fi (x) x = On
Inz 1
1 =1 — li = | —
axilfmfl( x) =1 car . mO et Jim fix)=0 (car ng —— —00, _ 1—_)0~j+oo et e* :——40) .
On a fo(z) = ™7 est définie sur Dy, = 10,400 continue et dérivable sur Dy, avec f5(x) = fa(x) X 2L Ona
lim fo(z)= lim f5(x) = +o0.
@400 o0
Inl 1
On a f3 (z) = @) mn2) o5t définie sur |1, +ool, continue, dérivable sur cet ensemble et fy (z) = f3 ()% (% + %) =
1+In(nx
o) (LEDln2)
On a lirf fa(x) = 4o00. En 1, on pose u = Inz, alors In(z) In(lnz) = uln(u), or u — 0 donc In(z) In(Inz) =
xr——400 r—s
wln (u) — 0 et xlinl1+ fa(z)=1.
1
(14z) In|14+— (142) In|1+—
On a fa(x) =ze Tl est définie sur |—oco, —1[U]—1,0[U]0, +o00[. Posons g(x) =e Tl alors
1
1 i
falz) = g@)+z|n 1+—' +(1+2z) le g (x)
x
1+ =
x
1 1
= g(x) <1+sc (ln 1+-— —>>
r|
1
= zg(z)ln|l14 - ' In 1+ fa(z) ouf!

Pour les limites, c’est du lourd !
1
En -1, ona(l—i—a:)ln'l—i—z' =(14+z2)n|l4+z|-1+z)n|z|. Oru= 1+x—1>0 donc (1+z)In|l + z| = uln|u| —
T—— u
0 et —(142z)In|z| —4>0 donc

fa (=) — !

En0,ona(l1+z)n

1+§‘ =(14+z)n|l4+z -1 +2)n|z] = (1+z)In|l +z| —zn|z| —In|z| ansi

f4 (CE‘) = e~ 1n\x|e(1+x) In|14z|-zIn|z| _ ie(l—i-;c) In|142z|—z In|z|
||
On en déduit que lim fy (z) =1 et que lim fy () = —1.
z—0t z—0—
1 1 In (1 1 1
En —co, onau=— —— 0" doncxln|l+ — M——:lamszln 1+ - 'Jrscln 1+ ——— 1 d’ou
r T——© x u T——00
1
(14z) In 1+—‘
fa(z) =ze Tl — —00
de méme 1
(14x) In|1+—
fa(z) = ze Tl —— +o00
T— 00
|

Exercice 9 Déterminer le domaine de définition de f (x) = Inlnx. Calculer sa dérivée.

On définit la suite (fx),ey par fo(v) = x, et Vk € N, fri1(v) = In(fx (z)). Déterminer le domaine de définition de fy.
Ezxprimer la dérivée de fri1 en fonction des (fi)gey-

1
Solution. La fonction f est définie sur |1,4o00[ et dérivable sur cet intervalle avec ' (x) = ——. On a f1(z) = Inz,
fo(z) =In(lnz), f3(x) = In(In(lnzx)) est définie si In(lnz) > 0 <= Inz > 1 <= x > e et sur |e,4+oo[ on a fi(z) =

210 () In (Inz)’ Pour fy () =1In(f3(x)), fa(x) est défini si

fa(x)>0<=In(In(lnz)) >0<=In(lnz) >l <= lnx >e <=z > ¢°
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f3 () 1 ) o -
4 = = . P > X e
et f1(x) Fs (2) 210 () In (In2) In (In (In 2)) ar récurrence pour k > 3, on a fi est définie sur }e ,+oo{ o il y a

une tour de k — 2 puissance et

1
fi(@) f2 () fr—1 (2)

fi @) =
|
Exercice 10 Ezprimer ch 3z comme un polynéme en chx puis exprimer sh2zx o l’aide de chx et shz.
Solution. On a ch3z = % (e +e73%) ou €3 = (e*) = (cha 4 shz)® et e3% = (eﬂﬁ)3 = (chz —sha)®. Avec
(a+b)° = a® +3a®b + 3ab® + b° et (a —b)° = a® — 3a®b + 3ab® — b°
Il vient ch 3z = ch® 2 4+ 3chzsh? &, puis on utilise sh® z = ch? z — 1 pour obtenir
ch(3z) =4ch®z —3chz

On procéde de méme pour avoir
sh2x =2shzchz

|
eST f e ch3z
Exercice 11 Soit f (z) = &= Déterminer Uensemble de définition de f. Montrer que f (z) = T2a’ puis exprimer
f uniquement a l’aide de la fonction sh. Etudier les variations de f.
5x —x eZz % 6300 + 673z h3
Solution. On a 664:_61 =y Eezx — e_%; = :h 2; On utilise l’exo précédent car
ch(3z) = 4ch’z—3chz = (4ch’z—3)che = (4(1+sh®z) —3)cha
= (4sh®’z+1)chz
sh2z = 2shzchz
L 4sh’z +1 1 ) . . . o g
d'ou f(x) = ——— = 2sha + ——. La fonction f est définie sur R*, elle est impaire. On 1”étudie sur |0,4o0[ et
2shx 2shzx
Va # 0,
h h
f (z) =2chx — e (4Sh2£L‘— 1).

2sh?z  2sh’z

14++5

1
La dérivée s’annule, sur]0,+o0] en a = argsh 3 (qui vaut In ¢ = In ), elle est décroissante sur |0, o] puis croissante

2
. 0 = 2sh =2.
sur [a, +00[. On a f («) sho+ o——
1
Exercice 12 Calculer 2chx — shx lorsque x = 5 In 3.
. . e ” . * 3 o 3 3
Solution. On a2chx —shz =chax+e % = % +e %= % + %07 or e® =1In+/3 ainsi 2chx —shx = g + 2—\/§ =
3 3
V3, V3_ 5 g
2 2
1+thz\" 1+th
Exercice 13 Montrer que pour tout x réel et tout entier n € Z, Tt = i nx’
1—thz 1 —thnz
14 shu
. 1+ th h h u 1+thz\" ne ‘
Solution. On aVu € R, thu chuy _ CAUFS u:e—d’oﬂavecu:x, RN R - puis avec u = Nz,
1—thu 1ishu chu—shu ev 1—thz e~ne
chu
e"  1+thne
e-nz 1 —thnz
Exercice 14 Simplifier les expressions suivantes : (a) sh? z cos? v+ ch? z sin? Y (b) ch? z cos? Y+ sh? zsin® y

Solution. (a) sh? z cos? y+ch? zsin?y = sh? z (1 — sin? y) + (1 + sh? x) sin?y = sh? z+sin’y. On a également sh? z+sin®y =
ch?2z—1+1—cos?y =ch?z — cos?y.

Puis (b) ch?® z cos?y 4+ sh? zsiny = (1 + sh? x) cos?y +sh?z (1 — cos? y) —cos?y+sh’z. m
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Exercice 15 Simplifier la fonction argsh (Qx\/ 1+ xz) .
Solution. La fonction f définie par f (x) = argsh (256\/1 + 22) est définie et dérivable sur R avec

) - 1 ><<2 T2 2x><2x>
[ (@) \/1+(2x\/1+_x?)2 Tt —s
2 (14 2?) + 22
T Vit (ra®) . i
_ 2 X(1+x2)+x2: 2 X2x2+1
VAzd + 422 + 1 V14 2 \/(2x2+1)2 V14 22

2
= ———— car22®+1>0 donc \/(222+1)* =227 + 1

V1422

Ainsi f' = (2argsh)” sur R. Il existe donc une constante C' telle que Vx € R, f(x) = 2argsh (z) + C. Or f(0) = 0 =
f(x) =2argsh(z) sur R. m

1
Exercice 16 Que pensez vous de la fonction f(x) = argthz — arg th; ?

1
Solution. Elle n’est pas définie --- (il faut v € |-1,1[ <= |z| <1 et 2 € L1l |z|>1) =

1
Exercice 17 Résoudre argthx = argch —.

x
Solution. Le domaine de définition de ’équation est |0,1] (car argch est définie sur [1,+o00[ et argth sur |—1,1[). On se
place done sur]0,1[ et on passe & la tangente hyperbolique qui est une bijection

/1
— -1
1 1 2 V1— 22
argthax = argch — <= x =th | argch — :L@x:xix:\/lfﬂ car x >0
x x 1 Va2
x
22 =1—z2

x >0 (obligatoire car x €10,1[) s

On résout donc © = /1 — 22 {

=

1
La seule solution est —. 1

V2

Exercice 18 Résoudre argsh (x — 1) = argch \/z.
Solution. On passe au sinus hyperbolique qui est une bijection sur R. Ainsi

argsh (r — 1) =argch/r <= 1z —1=sh(argch/x)
r—1=1/(Va)¥ —-1=z—1

<~
(z—1)°=2-1
At { etx—1>0
(z—1)72=z-1
= { etx—1>0
— zx=1loux=2
Ainsi
S ={1,2}
|
3 4
Exercice 19 Calculer sh (In2) et sh (In3) uis/4 de et T dr en posant x = sht
P Ar ) Vit e 3 22\/1+22 P '
Solution. On ashin? = 2=2 = 3 st shing = 223 = & Loy deus intagrales eaistent L
olution. On a shln2 = = — et shln3 = = —. Les deux intagrales ezistent car r ——
2 1 2 3 g 1+22)VIta?
et & — ———— sont C° sur [0,2] et [3,2] respectivement. Le changement de variable proposé est C' sur R donc
7] 13

224/1 + 22
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dx
Vit

3
.Six=0 alorst =argsh0=0, si z :% alors x :argshz =In2 (carshln2 = %)

sur les intervalles ot t varie (on ne sait pas encore ot !!). Pour la premiére, on a donc dx = chidt,

chtdt chtdt  dt

(1+sh®t) V1+sh?t ch’t  ch’t

Ainsi

3

4 dx 2 g In2 shin2 3 3
= —— =[tht]]'* =th(In2) = = 4 ==
/0 (14+22)v1+ 22 /0 ch?t [ty (In2) chln?2 /1+1% 5

dx B chtdt _dt
22V1+22  gh24y/1+sh2¢  sh’t’

Pour la seconde, st x = % alorst =1In2 et si x = % alors t =1n3 d’ou

4 In3
/3 dx _/ dt
% 22y/1 + 22 me sh?t

h h\’  sh?—ch? 1
On travaille par analogie, on dérive :—h, on obtient (Z—h> = % = 2 d’ot

/1n3 dt B |:_C_h:|ln3
m2 sh”t sh |10

4
3 5 4 [ 16 5 3 de 3 gt
Avec shln2 = =, chln2 = \/14+-% = =, shln3 = =, chln3 = /1+— = =, on obtient/ —:/ — =
4 167 4 3 9 3 3 22/T+2% o sh’t

NN
|

ol |eolon
I
|

2 Les Techniques

n n
1 1 1 1 1
Exercice 20 Calculer ;111 (1 + E) , en déduire que la suite (up), oy définie par u, = 1+ 5 + 3 4t - = ; - diverge
vers +00.
Solution. On a

Uy = iln (m)

k
k=1
= In(2) —In(1) — indice k=1
+ In(3) —In(2) — indice k =2
+ In(n)—In(n—1) « indicck=n—1
+ In(n+1)—In(n) <« indicck=n

In(n+1)

1
Ainsi v, =1In(n+1). On sait que pour x > —1, In (1 + x) <z, on applique cette inégalité avec x = — pour obtenir

k
Vk e {1 }, In 1+—1 <—1
A k k

On peut sommer ces inégalités pour avoir

Par passage a la limite, on obtient

Up < Up
Up ———— +00 = Un n—-+oo oo
n—-+oo
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N TR
Exercice 21 Résoudre ea:ge/ B (11 d’inconnues x < y réelles, en fonction du paramétre réel a.
. ety =
Solution. On a o =1 puisqu’une exponentielle est toujours strictement positive, si a < 0 il n’y a pas de solution.
, . =1 o .
Sia >0, on obtient Tty 7nla ainsi x et y sont solutions de Z*> —In(a) Z+1. On a A=1n*a—4> 0 <= In’a >
4 lna> 2 ou a>e? ou
lnag < —2 a<e?

2

Ina — VIn?a — 4 . Ina+ VIn?a—4
ety =
2

5 oua = e2, la solution

Siae]O,eiQ[U]eQ,—i—oo[,lasolution est x = .Sia=e

Ina . - .
estx =y = = sinon il n’y a pas de solution. M

Exercice 22 Montrer que

m

YV R, argshlen(x—i— x2+1)
Vo > 1, argchlen(x+\/x2—1)

1 1+
Vo € ]—1+1[,argthx—§ln(1x)

Solution. Pour le premier, soit € R et y = argshz alors eV = chy + shy. On sait que shargshx = x et que chargshz =

V1 + x2. Ainsi

ey:\/x2+1+x:>y:argshx:1n(x+ x2+1>

Rappel : ¢ch?y =1+sh?y et chy > 1> 0 donc chy = /1 4+ sh?y donc chargshz = V1 + 22.
Pour le second, soit z > 1 et y = argchz, on a e¥ = chy+shy. On sait que chargchz = x et que shargchz = v/x2 — 1. Ainsi

ey:x—i—\/xz—l:>y:argchx:1n(x+\/x2—1)

Rappel : sh?y = ch?y—1 = |shy| = +/ c¢h? y — 1, un argument cosinus hyperbolique est toujours positif, donc si y = argsh z,
on a shy > 0 et ainsi shargchxz = V22 — 1.

2y_1
Pour le dernier, soit € |-1+ 1[ et y = argthz, on a thy = z, mais thy = €2y+1.Ainsi
e
e?Y —1 9 9 9 9 1+z
ezy—H:$<:>€y—1:ZL'(€y+1)<:>€y(1—$):1+$<x?1>€yzm

En passant au logarithme, on obtient

1 14+
= he = =1
y=argthx 2n<1_x>

Exercice 23 Pour a et b réels et n € N, calculer C' = Zch (a4 kb) et S = Zsh (a + kb) (utiliser C+S et C —S).

k=0 k=0
Solution. On a

(ch(a+kb) +sh(a+kb) =) erTh = Zeaekb =e (eb)k
=0 k=0 k=0

M=

C+S =

=~
Il

0
17 bn+1
1(;; sie? #0 iesib#0

(n+1)b (n+1)b _ (ntDb
(b _ e 2 e 2z —e 2
a

sib#0

2o (2)

%—_e 2 —_— 7
2sh (3) sh (3)
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De méme

n

c-S = Z(ch(a—i—kb)—sh (a + kb)) Ze_a kb Ze_a —kb e_ai(e_b)k

k=0 k=0
on remplace donc a par — a et b par —b

,nb2Sh (_ n—;l b) , ( n—;l b)
= e %%e2 ———— 7~ = g2 L gbh+£0
2sh (%b) sh impaire sh (g)

Ainsi, lorsque b # 0, on a

C+9)+(C=8) _ _ <+— +—> h(e5) (oe) ey

2 2 sh(%) 2 sh(%)
N . (n41)b (n+1)
(C+8)-(C=5) _ o_ (et —eo¥ Sh("z )_Sh - b)sh("z )
2 B 2 sh () 2 sh ()
Etsib:O,C:Zch(a):(n—i—l)cha etS:ZSh(a):(n—i—l)sha. ]
k=0 k=0
Exercice 24 Mont YV # 0, th 1
xerci ontrer que Vx rT=——-—".
1 ’ th2z thz
En déduire la valeur de 1(12 somme S, = thx ;i— 2th 2235 +4thdx +---+ 27 1th2n-1g
T T __ o4l 1
Solution. On a the = ——— etth?x:L.Posonsu:ezx#lsix#(), alors e™2* = =, ainsi
62x+1 62x+621 U
1 ~1 1 —1)? D 2w +1
thot L - & Lut (w14 1) (u?+1)
thx u+1l wu-—1 u? —1 u? —1
1
== 21 2 2(u?+1
ut— U + T us —
U
ce qui prouve bien que VY # 0 thac———L On a ainsi
qup q ’ ~ th2z tha’
S, = thx+2th2x+4th4x+ +2”_1th2”_1x
n—1
1
= 2% th (2%z) 2k x
% ( Z th2k+1x " th2kg
n—1 2k‘+1 n—1 2k

= Z ki1, %
k-:oth2 T kZOthQ:c

2 22 23 on—1 2"
T Weo  mee) wmE@n T mer ) )
1 2 22 23 on—1
“thr th(2z) h(22) Pz e i)
A 1

th(27z) tha

Exercice 25 Discuter ’équation €* (k+ x) = e~ (k — x) d’inconnue z et de paramétre k.
Solution. On a

(k+ta)=e"(k—n)=k(e"—e ) =—ax(e"+e ") < 2ksha = —xchz
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Puisque 2shx =0 <= x =0 et que x = 0 est solution évidente pour tout k € R, on a

h
eg”(k+ac):eﬂ“(kf:c)<:>k:facﬂ ouzx =0

shx
h
Il reste a savoir si la fonction f définie sur R* par f (z) = _xch_x prend la valeur k sur R*. Cette fonction est paire, on
shz
Uétudie donc sur I =]0,400[. La fonction [ est dérivable sur I et
x
che  sh’z—ch’x chz =z T, e
Veel, fl(z) = —— —g———" = —- _shz
v 1 (@) shx v sh? shx + sh? shx

Puisque sur I on a shx > x > 0 et chx > 1, on en déduit que hi <1< chae = f'(x) <0 et ainsi f est décroissante
shx

(voir plus loin si on ne veut pas (sait pas) utiliser cette inégalité. Enfin

f@) — —1let f(z) —— —o0
z—0 r—+00
Conclusion, puisque f est continue, elle réalise une bijection de ]0,+oo| surl—oo, —1[. Ainsi si k € |—oo, —1[, I’équation a
deuzx solutions (une strictement positive, l'autre strictement négative), sinon il y a une unique solution qui vaut 0.

. . . x —shxcha T
Remarque : Si on ne veut pas utiliser shx > x > 0, on écrit que Vo € I, f'(x) = _ ol ) La fonc ¢ est

sh? ¢ ~ sh?z
dérivable sur I et ¢ (x) =1 —sh? (z) — ch? (z) = —2sh®z < 0. Ainsi ¢ est décroissante et ¢ (z) < ¢ (0) = 0, ce qui prouve
que f' () <O surl. m

1
Exercice 26 Montrer que si x = In <tan <% + %)) alors thg = tan %, thx =siny et che = —— (et que vaut shx ?)
cosy

2u

. . -1 .
Solution. On sait que thu = € " donc avec u= E, on obtient
e +1 2

Yy s
thfzeaﬁ_l:tan(§+z>*l
2 e? +1 14+t (g f)

+ tan 2+4

tana — tanb ~ tana — y mm

1 T Y
= e tanb el ? (YT T) —
Or tan (a — b) T tanaten’d donc tan (a — ) tona 1 d’ot t 5 = tan (5 + 7 — ) =tang
Puis
y oow
22 tanz(——i——)—l
-1
the = (e )2 = 2 # :0082<£+z>><<tan2(y+z>fl>:<sin2(‘2+z>—0052(‘2+z>>
EP+1 e (U4 T) 1 271 271 271 271
= fcos<2><(g+%>>*fcos(y+—>:smy
Enfin
T
Chx B ez+efz7(ex)2+17tan (5"‘1)"‘17 1 B 1
2 e’ 2tan (% + %) 2 cos? (% + %) tan (% + %) 2 cos (% + %) sin (% + %)
_ 1 _ 1 _ 1
sin (2 X (% + %)) sin (er%) cosy

pour finir shx =chx X thz = tany. =

21
Exercice 27 Simplifier la fonction argth (x >

2 +1
. ‘ z? — . ‘ » 22 -1
Solution. Soit f (x) = argth | ——— |, on détermine le domaine de définition de f. On pose, pour x € R, u =
x2+1 22 +1
alors
22 +1-2 2 <1
v = ——=1—-—-
2 +1 1422
) 2 271 2 2
u = v T + sc >—-letu=1<—=z2=0
2 +1 1422
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Ainsi Uensemble de définition de f est R*. Sur son domaine de définition, f est continue et dérivable et Vx € R*,
4z
(1+ 22)? B 4x
(:c2 - 1)2 (22 + 1) — (a2 - 1)

fx) =

241

1
x
. . , . 1
Sur Uintervalle Iy =)0, 400 f est continue, dérivable de dérivée égale & — donc
x

fx)=lnzx+C;
or f(1)=0 d’ou Cy =0.
1
Sur Pintervalle I = |—00,0[ f est continue, dérivable de dérivée égale a p donc
f(x) =In|z| + Cy

or f(=1) =0 d’ou Cy = 0.
En conclusion
Ve € R*, f(z) =In|x|

|
. 2 Tty . . Tty .
Exercice 28 Montrer que ¥V (z,y) € |—1,1[7, argth (z) + argthy = argth (justifier que el-1,1[sixz ety
142y 1+zy
sont dans ]—1,1])
Solution. Soity € |—1,1] fizé, on pose f (x) = argth (x)+argthy—argth 1x++ Y Cette fonction est-elle définie sur]—1,1]
Y
¢ Il suffit de prouver que Ty € |-1,1[ pour tout x € ]-1,1].
1+ 2y
1— 2

On pose alors ¢ (x) = Ty ,onag (x)= —y2 >0, ainsi

L +ay (1+zy)

“l1<z<l=p(-)=-1<px) <1

Remarque : on peut aussi procéder ainsi : si (z,y) € |—1,1[ alors 1 + zy > 0. Ainsi

x+y
1+ 2y

-1< <l <=-l-zy<z+y<l+ay

O<l4zy—2x—y
<~ et
O<z+y+1l+ay
0<(l-y@1-ua)
> et
0<(14+y)(1+y)

les deux derniéres conditions sont vérifiées dés que (x,y) € ]—1,1[.
1

En résumé la fonction f est définie et dérivable sur|—1,1[. Or sur cet intervalle
Loy
) 1 ¢ (x) 1 (1+ay)*
fill@) = s 7= ~=7-2 2
11—z 1—¢?(x) 1-=z ) z+y
B (1 + xy)
_ 1 _ 1—9? R 1—g?
1—22  (1+4ay)’—(z4y)° 1-22 (I+zy—z—-y)(I+tay+z+y)

1 _ 1—g?
1—2? (I-y)(1-2)1+y)(1+y)
La fonction f est donc constante égale ¢ f (0) =0. m

*10/ 13* LyCEE FAIDHERBE, LILLE



PCSI, Fonctions usuelles (partie I) Fiche 3

Exercice 29

1. Existe-t-il une fonction f : [1,4+o00] — R telle que Vz € R, f (chx) =€

Solution. Non, soit f une telle fonction alors f (chl) =e et f (ch(-1)) = é, mais ch (—=1) = ch1 donc e =

Q|

2. Euiste-t-il une fonction f :]0,4+o00[ — R telle que Vx € R, f (") =chzx

1
€1+—m
(&
2

Solution. Oui, puisque chx =

Exercice 30 Calculer th (In+/a) et puis /

3 Les olympiques

, prendre f (u) =

V2 h 2t 4 gk 2t
mv3  ch¥tsht

u?+1
2u

dt en posant u = tht

Exercice 31 (Timisoara Mathematics Review) Résoudre le systéme

In(2zy) = In(x)In(y)
In(yz) = In(y)n(z)
In(2zz) = In(z)In(x)

Solution. Les trois réels x,y,z sont, compte tenu de [’énoncé, des réels positifs. La premiére équation peut alors s’écrire
(pour mémoire Inab = Ina + Inb uniquement si a et b sont positifs)

In(2zy) =In2+Inz+ny=Inzlny

soit

In24+Inz+hny+1=Inzhy+1

ce qui donne

1+In2=In(2¢) =Inzlny+1—Inz—Iny=(Inz—1)(lny —1)

On procéde de méme avec les autres équations, le systéme est alors équivalent a

In (2€)
1
In (2€)
In (2€)
N 1
(3)—-1) 0

= (I1-Inz)(1—-1Iny) (1)
= (1-Iny)(1-1Inz) (2)
= (I1-Inz)(1—Inx) (3)
(I1—-Inz)(1—-Iny) (1)
(I1-Iny)(1—Inz) (2)
(lny—Inz) (1 —Inx) (3)

D’aprés la premiére équation, on ne peut avoir 1 —Inx =0, donc Iny = Inz, et ainsi le systéme devient

{ In (2¢)
<
(3)-(1) 1

= (1-Inz)(1-Iny) (1)

(1-1Iny)* (2)

1
Premier cas 1 —Iny =1<=y =1 et (1) donne 1—lnx:1n2e<:>x:§

Second cas 1 —Iny = —1 <=y =¢? et (2) donne 1 —Inx = —In2e <= x = 22

Pour résumé, il y a deux solutions

S =

— =N =
no

*1 1/13* LyCEE FAIDHERBE, LILLE



PCSI, Fonctions usuelles (partie I) Fiche 3

Exercice 32 (Crux Mathematicorum) Montrer que pour x > 0

X
— <thz <V1—e 7
V1422

Solution. Pour l'inégalité de gauche , six >0, on a 0 < =1 et puisque la fonction argth est une bijection

x x
7<—
VIta? Va2

strictement croissante, cela revient a prouver que

arg th (ﬁ) < x <= argth (ﬁ) -z <0

a > — x est est bien définie sur [0,+o0] et dérivable. On a

Posons f (x) = argth [ ——
f(w) = arg (m

1 VA R -

2z
2vl+a® |

/
f(x) - T 2X 1+1'2

_(\/1+x2)

1 1
= (1+2? ><< >—1:——1<Osix>0
( ) (1+22)v1+a? 2% +1
1 1
car 1 +2° > 1:>\/x2—j<ﬁ:1pourx>0

On a donc f strictement décroissante sur [0,4o00[ (car f'(0) = 0), donc puisque f(0) =0, on en déduit que f(x) < 0 pour
x > 0. Ceci démontre l'inégalitée demandée.

Pour lautre, on procéde de méme. Pour x > 0, on a V1 —e=2* est défini car 0 < e’ <let0<V1—e2 <1, ainsi
toujours parce que argth est une bijection strictement croissante, l'inégalité demandée est équivalente &

x < argth <\/ 1-— e*ﬁ)

On pose g (x) = argth (\/1 - e*ﬁ) — 2 qui est dérivable sur [0, +o00| de dérivée égale

g (x) = L X _ (—2xe"”2) S —

1 (m)z 2V/1 — e V1—e =
z—V1—e 7

1—e7°

Or on connait l'inégalité classique e > 1+ u pour u > 0 (qui est équivalente & In (14 u) < uw). Donc
e sl l-e P <t=a-V1-e?>r-Va2=0

Conclusion, on a bien g strictement croissante et avec g (0) =0, c’est gagné. m

Exercice 33 (Olympiades du Viet Nam 1999) Résoudre le systéme

(1 + 42x—y) 51—2x+y =1+ 22x—y+1
{ P +4ar+1+In(y>+22) =0

Solution. On pose t =2z —y, alors (14 4277Y) 51720 = 1 4 220Vl goéerig

1+4" 1421

(1+47)517 =142 = — :

5t ) ) )
que g — f est strictement croissante, puisque f (1) = g (1), il existe une unique solution t = 1.
On a donc prouvé que 2z —y =1, on remplace dans la seconde équation pour obtenir

1+4  (1\"  /4\' 142041
Si on pose f (t) = ERa (—) +{=] etg(t)= ;, alors [ est décroissante et g (t) est croissante. On en déduit

Y +2y+3+ (P +y+1)=0
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2 1
La fonction h(y) = y> + 2y +3 +1In (y2 +y+1) = 0 est strictement croissante. En effet h' (y) = 3y* +2 + Zﬂ‘yF——25+1 =
2% + 4 3

v +y+1
solution du systéme. ®

> 0 car 2y*> + 4y + 3 = 0 n’a pas de solution rélle. Puisque h(—1) =0y = —1 et x = 0 est l'unique
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