TPE 96 : Spirale de CORNU

Remarque : on ne sait pas calculer & Uaide des fonctions usuelles les fonctions X (t) et Y (t). Les intégrales
qui définissent X et Y sont proportionnelles auzx intégrales de Fresmel et définies comme telles par MAPLE.
Dans tout le probléme je note Z(¢) 'affixe du point M (¢) . On a donc :

Z(t) = X(t) +iY(t) = /t e du

Remarque : introduire la variable complexe a toujours été un bon outil pour traiter des sin et cos. Dans ce
probléeme il n’y a pas de simplification des calculs , mais un bon outil pour rédiger une seule démonstration pour

Z au lieu de deuz .
[ CONSTRUCTION DE r
I1 X et Y sont des primitives de fonctions O sur R, elles le sont donc aussi. De plus
X'(t) = cos (t?) .Y'(t) = sin (£*)

Le changement de variable v = —u, donne X (—t) = — X (¢) et Y(—t)=-Y (¢),

[ X et Y sont C* sur R . impaires et ' est symétrique par rapport au point O]

I2  Le probléme est celut de la convergence de f0+oo e’du . Ona ‘e“ﬂ =1 donc il n’y a pas convergence

absolue . Les outils usuels sont donc : intégration par parties et/ou changement de variable pour retrouver une
fonction intégrable. )
La fonction u— > €™ est continue sur [0, +oo[ . Pour ne pas créer de probleme en 0 on se place sur [1, +00]
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On ae™ = (ue ) . on peut donc intégrer par partie en posant U == , V' =ue™™ U et V = 57"

sont C! sur le segment [1,¢]. Comme on a un probléme en zéro on écrit :
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On a alors :
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u

+00 ;4,2 . ortoo 4.2
Donc [, " du converge et donc aussi fo e du

[X(t) et Y(t) ont des limites finies si ¢ tend vers +od|

2

remarque: On peut aussi faire le changement de variable v = u* suivi d’une intégration par partie :

/+OO iuzd CV ssi /t2 w Y CV pui /t w_dv { ie™ T /t 1 v
e U ssi e = uis e’ == |—=| — e™Vdv.
1 1 2y/v P 1 2,/v 2/v], 1 4dov3

cette méthode est plus dans esprit des questions 15 et I6.

[La courbe I a donc un point asymptote K|

I3 Vues les parités constatées en I1 on se limite 4 ¢ positif. Comme X' (t) = cos (t?) et Y’ (t) = sin (¢?)
les tableaux de variation sont immédiats:

e X(t) croit sur tout intervalle [\/2k7r — /2, \/2kT + 7r/2} et décroit sur tout intervalle {\/Qkﬂ + /2, \/2km + 37r/2}

e Y (t) croit sur tout intervalle [\/%,\/ 2km + F} et décroit sur tout intervalle [\/2/mr + 7,V 2kT + 27r] .

e les valeurs des extremums restent des intégrales que 'on ne sait pas calculer.

14 D’apres 12 f0+°° e du est affixe de K et fg e™’du est l'affixe de M(t)

D’apres la relation de Chasles sur les intégrales, nous reconnaissons que :
4t t 2

/ - ei“2du—/ ei“2du
0 0

F(t) = = ||KM (t)]*




[F(t) = KM(#)? le carré de la distance de M (¢) au point asymptote K|

F somme de carrés de fonction de classe infinie est elle méme de classe infinie.
En dérivant par rapport a la borne inférieure on a :

F'(t) = —2cos (#?) / cos (u?) du — 2 sin (t?) / sin (u?) du = —2/ cos(u? — t%)du
t t t

La derniére intégrale converge par combinaison linéaire d’intégrales convergentes.
Dans l'intégrale convergente on peut faire le changement de variable u = v/t2 +v C* bijectif de ]¢, +00 sur

10, +00 donne :
/+:>o ) ) —+o0 dU
cos(t® —u du:/ cos (V) ———
[ cos(? —utyiu= [ cos(oy o=

On peut se placer sur [t,+oo] sauf pour t =0 .

d’ou
[F/(t) = — [, <2 ay

VAZER

I5a L’aire représenter par la courbe f(u)cos(u) a une partie positive pour u < 7w/2 et une partie négative
pour w > /2 . mais par symétrie de cos et décroissance de f l'aire positive va étre plus grande (en valeur
absolue) que 1’aire négative . d’ow la rédaction par Chasles et changement de variable :

On a :

w/2

/07T/2 fu)cos(u)du + /7:;2 f(u) cos (u) du = /07“/2 f(u)cos (u) du—/o f(m —v)cos(v)dv

/07T f(u)cos (u) du

w/2
A () = £(m — ) cos(u)du

Par décroissance stricte de f on integre une fonction continue strictement positive , et les bornes sont dans
le bon sens. Donc

e f (w) cos (u) du > 0

I5b Le changement de variable C" sur un segment : v = nmw + s donne u, = (—=1)" [* ﬁds .Or

n

o u, est du signe de (—1)" :en effet s— est continue , strictement décroissante sur [0, 7] et le I5a s’applique.

1
> \/a+nﬂ'+s

COS < COS
Vat(nt+l)m+s Vatnmts

e |u,| est strictement décroissante: en effet on intégre l'inégalité les bornes étant dans le bon

sens.

™ 1 —
° ‘un| < fO \/a+n77+5d8 - \/Ot+‘:”f+s —0

e La série proposée vérifie les hypotheses du critere spécial des séries alternées.

|Z f(n+1)7r “oslul oot ype série convergent4

NI Aladv

D’apres les propriétés du critére spécial des séries alternées la somme de la série est du signe du premier
terme:

>0
I5¢c Comme F’ () < 0 on en déduit que

|E_est strictement déeroissante sur R

Le point M (t) se rapproche de K et tend vers K.

16 remarque: On reprend les idées précédentes mais pas le détail du calcul car Y (t) ne se met pas sous la
forme d’une intégrale sur RT.

2
On a Y(t) = fot sin(u?)du = fot sin(v);d‘ﬁ) en faisant le changement de variable v = u? C' bijectif de

10, +o00[ dans ]0,4+o00[ . C’est licite car on sait déja que fot sin(u?)du converge.
2
Pour tout ¢ réel on peut trouver un entier k tel que 2km < t2 < (2k + 2).

T sin(v 2 sin(v
On a alors Y (t) = 2km sinio) g,, —|—f2t,m4=)dv.

La fonction ; étant prolongeable par continuité en t =0 .

0 2v 2v
2km sin(w o 2k—1 p(n+1)7 sin(v o 2k—1 n 7™ sin(w . s ;. ;. s
. fo 2% dv =770 [ 20 dv=>7"",(-1 fo et dw est la somme partielle d’une série vérifiant le critere

spécial des séries alternées. Elle est donc du signe du premier terme donc positive strictement.



2 .
o sit? < (2k+ D) : ft Sn) gy > 0 comme intégrale d’une fonction positive , les bornes étant dans le bon sens.

2k 2\/v
2(2k+1)7r7t (2k+1)m
o sit2 > (2k+ ) lem S';ﬁ) = Jom %Tv,ld v+ f2(2k+1)ﬂ- £2 Md + f(2k+1)7r %%ldv

— la premiere intégrale est positive comme intégrale d’une fonction positive

— dans la troisiéme intégrale le changement de variable w = 2(2k + 1)m — v donne :

(2k+1)m :
/ sin(v / sin(w) dw
(2k+1)m 2

2\/U @kt 1)m—12 24/2(2k + 1) —

2
et donc comme au I5a la somme fz((22kktul1)): 2 %ﬁld v+ f(t2k+1)7r %%ldv est positive.

Remarque : le découpage au point 2(2k + 1)m — t2 est choisi pour utiliser la symétrie du sinus par rapport a
(2k + 1)w . C’est le point symétrique de t> par rapport ¢ (2k + 1)7 . voir figure en anneze.

I7 T' ne peut admettre de point double :
e si0<t<t onaF(¢)<F (t) par décroissance stricte de F' . donc ||[KM )| < ||KM (t)| donc M(t) # M (t')
e Sit <t <0 lasymétrie par rapport & 0 prouve que M (t) # M(t')

e Enfin si ¢t < 0 et ¢’ > 0 la question 16 et la symétrie montrent que Y (¢) < 0 et Y (¢') > 0 donc M (¢t) # M(t')

[la_courbe I n’a pas de point doubld

. . . . ’ . TR TR .
I8 Pour avoir un point d’inflexion on écrit que det (M’(t), M”(t)) change de signe .

X' ()Y () — X7 (t) Y (t) = cost?(2t cost?) + (2tsint?) sint? = 2t

lorigine est le seul point d’inflexion de I' .
I9 Allure du graphe sur la figure jointe.

e point limite K et K M(t) est une longueur qui décroit vers 0 .

e variations de X et Y

pas d’inflexion sur RT*

e le premier extremum pour ¢ > 0 est un extremum de X .

sit=0,X(0)=Y(0)=0, X'(0) 20, Y'(0) =0 : passage en 0 avec tangente horizontale et point d’inflexion.

[ ETUDE METRIQUE DE r

1110 Si on oriente la courbe, dans le sens des ¢ croissants et en prenant ¢ = 0 comme origine on a ds? =
( X'2(t)+ Y2 (t))dt* = ((cos (£2))2 + (sin (1?))?)dt> = dt*> donc ds = dt et =1 .
1111 Sit = 0 le point n’est pas birégulier (M’(0) et M”(0) sont liés) , le rayon de courbure n’est pas définie.

2
Sit # 0 le point est birégulier ( I8 ) et on finit de calculer le repere de Frenet on a : T = < (sfr? ((;)) > ,
-~ = —sin (t2)
¥ =m0 )

'ddj-:'dl_QtN Or'dl 'Mdonc
s dt ds

si t = 0 le point n’est pas birégulier
sit#0: R=—

La question suivante donne une vérification des calculs.

II12a comme toute fonction abscisse curviligne la fonction s(¢) est continue strictement monotone.

La courbe étant C? biréguliére on sait que ¢ est un paramétrage admissible Clet donc que s(¢) est un C*
difféomorphisme sur des intervalles bien choisis.

Par définition R = = Lty = M donc Rs = 1/2 = 4 _ 95 donc en 1ntegrant

I112b Si on fait subir a la courbe une rotation d’angle —k D’abscisse curviligne n’est pas changée ( une
rotation ne change pas les longueurs) . Par contre 'angle de la tangente est diminué de k .

L’image par rotation de + vérifie donc I’équation ¢ = s2 .

. dz
On utilise alors la relation 7' = ( Z?g%i; ) = ( ﬁ > ce qui donne les formules :
ds



o & = cos(p) = cos(s?) donc x(s) = xp + [ cos(u?)du

L — sin(¢) = sin(s?) donc y(s) = yo + fOSSiIl(UQ)du

On obtient donc 'image d’une partie de I' apres translation de vecteur ( 20 )
0

[I1 existe un déplacement D tel que D(v) C Ij

remarque 1: on ne peut pas retrouver I' entier a cause du point O qui n’est pas birégulier



