Egé r(%ELEC
concours 5)00

PREMIERE PARTIE

1a) Le sujet donnant la réponse il est possible de procéder par récurrence . On peut aussi trouver la somme méme si le sujet
ne donne pas la réponse. On introduit

n

1
Up =5+ exp(ipt)

p=1
et on doit calculer la partie réelle de U,, sachant exp(it) # 1 car ¢ €]0, 2]

1 1= int
U, = 3 + e”l_—6 somme partielle d’une série géométrique de raison ¢ # 1
1 g t/2 int/2 . ) )
= =+ e“hm.(n/—)e_ par la transformation ¢’ — 1 = 2isin(z)e/?
2 sin (¢/2)eit/2
_ 1 imrneysin(nt/2)
2 sin(t/2)

D’ou :

J— 1 cos((n+1)t/2)sin(nt/2)
3+ cos(pt) =5+ Sin(£/2)

or cos(a) sin(b) = + (sin(a + b) — sin(a — b))

—
|% + Zz:l cos(pt) = Sln2 s?n(t 2)

Les cubes , plus habitués aux séries de Fourier ont du partir de J.szn exp(ipt)
1b) On intégre I'inégalité précédente entre x et = et on prend I'opposé.

r— 7r + n sin Ex fﬂ' — sin n+1Z2 t tI

2sin(t/2)

2) 1l n’y a pas convergence simple de f,(t) = f(t)e™* . Mais I’hypothése C' doit vous inciter a faire une intégration par

partie en supposant n > 1.
/ f ””dt f(b) inb _ a 177(1 / f 1'nf

HUEICN /|f ola

L nt dt| =

N s cps . . . b b .
D’apres I'inégalité triangulaire sur les modules et la relation ’fa g‘ < fa lg] si a<b.
L’expression précédente vend vers 0 .

lim o ([ (D)™ dt) =

Rql: on peut aussi utiliser la convergence dominée pour la limite de fbwd

m

Rg 2 : le résultat lim (fa f @) emtdt) = 0 reste vrai si la fonction est seulement continue par morceaux. Il faut alors véri..er

le résultat par calcul de primitives si la fonction est en escalier , puis utiliser le fait que toute fonction continue par morceaux
sur un segment y est limite uniforme de fonctions en escalier.

3) la question revient a montrer :
lim / s1n((7?,+1/2)t)dt _0
+oo \ J, 2sin(t/2)

Ca ressemble & la partie imaginaire de la question précédente ...mais n + 1/2 n’est pas entier :
méthode 1: refaire la question précédente avec un x réel et calculer lim, o, ¢(z) avec ¢(x (f f@ e‘“dt)
méthode 2:faire un changement de variable a¢ne u = 2¢

Tsin((n+1/2)t) . /2 sin((2n + 1) w) 7 /2 o(2n+1)u
/m 2sin(t/2) dt = /I/Q 2sin(u) du=Im (/m/Q 2 sin(u) du)

si z < /2 on peut utiliser le résultat précédent avec a = /2 , b = 7/2, f = 5= fonction € C" ([a, 8], R) le dénominateur
étant C'!' sans racine sur [a, b] .



si x = /2 le résultat est évident car I'intégrale & étudier est nulle.
siz >mx/2 onprend a=mn/2, bx/2 et on étudie I'opposé de I'expression a étudier.

Nx c ]0’27{_[ ’ Z+oo sin pz _ 17_;77

p=1 D

Rql: les cubes peuvent reconnaitre une série de Fourier qui peut se retrouver en calculant J-f “5% sin(nt) dt

et= 1 2" 4=Z cos(nt)dt et en utilisant le théoreme (admis) de convergence simple de la série de Fourier d’une fonction continue

par morceaux On démontre donc ce résultat dans un cas particulier.
Rg2: il est évident que lim, (Zzzlﬂ;&z> = limg (0) = 0 # £ = lim (45=) . la suite Zzzlﬂ]@ ne converge pas
uniformément sur 0,27 .

SECONDE PARTIE

la) Ona D, (t) =Im (Z;L:l exp(ipt)) . Donc d’apres le calcul de la premiere partie :

vt €]0, 21]: Dy (£) = Tm <ei(n+1)t/2 sin(nt/2)> _ sin ((n + 1)t/2)sin(nt/2)

sin(t/2) sin(t/2)

cos(t/2) —cos((n+ 1/2)¢t)
2sin(t/2)

D,(t) =

car sin(a) sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b))
En multipliant par 2sin(¢/2) on a la relation voulue sur 0,27 . Siz=00u2rona0=0

Wz €10.27].2sin(2/2)D,, () = cos(x/2) — cos ((n + 1/2) z)|

A, (x) se transforme par changement d’indice.

n+1

A () = ZﬂADk Zﬂwm ZBD ZﬁDH

Z Bi (Di(x) — Di1(x)) = Z Bi (sin(ix) + B1D1(x) = By, 41 Dn()

=2

Or D;(x) = sin(z) d’ou :

lfn(x) = An(x) + /811+1D7L(I)I

1b)On a d’apres les calculs précédents :

sin(z/2)Ap(z) = Z (B), = Brpy) sin(z/2) Dy, (z) = Z (Brsr — By (cos(z/2) — OO; ((n+1/2)x))

k=1 k=1

Soit en majorant |cos(u)| par 1

n

|sin(z /2) A, (z)] < Zn: By = Bi] =D (Bx — Bryy) car lasuite 8 décroit et donc 8, — 3, <0

k=1 k=1

or
n n+1

( ﬁk+1 Zﬂ Zﬁi:ﬂl—ﬂwrl
i=2

>
Il
—

et donc comme sin(z/2) > 0

bin(e/2) [A) ()] < B) — By

le méme calcul avec A,,(z) — Ap(z) = 31,1 (B — Brs1) Di(x) donne

bin(z/2) [An(x) — Ay@)| < By — Byl

On en déduit la majoration de f,(z) — f, () :

sin(z/2) |fn(2) — fp(z)| sin(z/2) (An(2) = Ap(2) + B, 11 Dnlx) = B, 11 Dp(2))
(/8p+1 - ﬂn—}—l) + /6p+1 + 8,41 Car sin(z/2)[Dn(z)] < 1 d’aprés 1a)

IA



2) On a donc pour x €]0,27

26,11
) = o) < ZeEos
la suite %ﬁ;—) est une suite majorante , indépendante de n et qui tend vers zéro si p tend vers +oo. La suite (f,(z)) est
donc une suite de Cauchy . Elle est donc convergente.
pour z = 0 ou x = 27 on a de fagon évidente f(0) = f(27) =0
Rq : les notations ne sont pas celles du cours dans ce probléme p est le petit indice et n = p+ r le grand.
D’aprés la majoration précédente on a sur [«; 2 — ] en minorant le dénominateur par sin («/2)

() — Jy(a)] < —o2EL

sin(«/2)

Si on fait tendre n vers +oo :
28,11
|f(z) = fp()] <

~ sin(a/2)
la suite S%ﬁ% est une suite majorante , indépendante de = et de limite nulle . On en déduit a convergence uniforme sur
[o; 27 — @] .

fn converge simplement sur [0, 27] avec convergence uniforme sur [o; 27 — o]

On en déduit que f est continue sur ]0,27[. En exet si x € |0, x| la convergence uniforme sur un intervalle contenant = (par
exemple [z /2,27 — x/2] ) assure la continuité en = . De méme si = € |, 27| on peut trouver un segment du type [, 27 — ]
contenant x en choisissant « tel que x < 27 — a < 27

If est continue sur 10, 2]

Rg: I’exemple de la premiére partie montre qu’il peut ne pas y avoir continuité en 0.
sin(kx

Rg:La fonction f peut méme ne pas étre continue par morceaux.Exemple > =— . Preuve 5/2:si la fonction est continue

2
par morceaux les coe€cients de Fourier sont les # et d’apres Parseval > (#) converge
absurde

TROISIEME PARTIE

1)On a d’aprés a premiére partie :
Osiz=00u27
S(z) = {

+5E sur J0, 7|

La fonction S n’est pas continue en zéro. Par contre elle est continue par morceaux sur [0,2r] car sa restriction & ]0, 2| est
continue et admet des limites en 0" et 27~ .
2a) De I'inégalité classique sur Rt : sin(u) < u on déduit :

L sin(kr) & o
;1 k = kzﬂ x = pxr < 7 par dé..nition de p

2b) D’apres a relation du ll1b avec 3, = % ona

= M _ z) — " 25p+1 _ 2
k:22p+1 k [ fu(@) = fp(@)] < sin(z/2)  (p+ 1) sin(x/2)

Or par dé..nitiondepona:p+ 1>
Or la fonction sin est concave sur [0
y = == donc pour z € ]0, [ sin(z/2

Z donc (p + 1)sin(x/2) > Zsin(z/2).
7 /2] le graphe de sin est donc au dessus de la corde joignant (0,0) & (7/2,1) d’équation
> £ .0Onadonc (p+1)sin(z/2) > 1. Et donc comme le dénominateur est minoreé :

)
i sinkkx) <9

k=p+1

2¢) En ajoutant les deux inégalités |} ﬂ‘k"—Ll <247

k=1
La relation est évidentesiz =0ounw: 0<2+7..
Elle est alors évidente sur [—, 0] par imparité du sin

Elle est alors évidente sur R par période.

Ve e R, |Sop_ Smknll <94 g




3) Soitu, = Y1 W — L5 fo% F(t)==EL g . Comme la somme est ..nie on peut utiliser la linéarité de I'intégrale:u,, =
TRt Sop, Skl gy = LT, (t)dt . avec ¢, (t) = f(t)>p_, =& sl Pour conclure il faut passer & la limite dans
I’expression précédente . Sous réserve de théoreme :

+

Oobk(f i 27 _l 27 _L 27
L= [oma= = [ rsoi =5 [ -0 s

b1 +oo T 0 ™ Jo

Comme f est continue, ¢, est une suite de fonctions continues qui converge simplement vers la fonction continue par morceaux

Sf.
De plus |¢, (t)] < (2 +m)f(t) fonction majorante , indépendante de n et continue sur [0, 27] .
On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée a la suite ¢,, .

Do et = L 27 (nr —0) f(1)d]]

Remarque cube : il n'est pas évident de prouver que ) fo ‘f(f M dt converge et le théoreme usuel d’intégration termes

a termes d’une série ne s’applique pas. Le sujet avait bien préparé Ie terrain pour vous orienté vers une C.V.D.
4a) Si f(t) =t une intégration par partie donne b, (f) =+ fo%tsin(nt)dt =—2 . Onadonc:

e N Y ) 72
_Qg,::lﬁzﬁ/o (wt—t)dt:—?

Soit
+

c© 1 ==
02

4b) Si f(t) = exp(izt) ,

ba(f) = —/ ) sin(nt)dt = —/ ’(”")t + ei(wfn)t) dt

n (exp(2imx) — 1)

7 (2 — n?)

dénominateur non nul car x ¢ Z

D’autre part par intégration par partie :

1 2 (r — 1) et dt = 2™ (jmx — 1) + (it + 1) _ imzx (e 4 1) — (e2m® — 1)
27 J, 2rx? 27 x?
D’ou: ‘ ‘
eQiTrz -1 § 1 i (62”& + 1) _ (62171'1‘ o 1)
— 22 —n2 2mx?

soit par changement de membre et multiplication par 2 :

62i7r.'r, —1 1 I +ZDO 2 i (621'77,1 + 1)
T .%'2 — $2 _ n2 - -
Soit X
1 o0 2x T (eQinm + 1) Tie Mr;r (2 COS (WI))
= = " = — t .
+ — 2 —n2 (e2imz — 1) eine (24 sin(rz)) 7 cotan (mx)

I_ + Zn =1 7‘2 772 =T Cotan(mv)l

Rq : développement eulérien de cotan que vous avez peut-étre déja rencontré.
4c) On a donc

1 X %2
; + ;::1 m = 7w cotan(mx)
et en remplacant x par x/2 :
- —|— io 2I/2 =7 cotan(ﬂ'z)
n=1 2

Soit

x 2
t -_) — -
T CO an(7T2) :r+ g



Soit

Ji’f 2z = 2 Ji:'o 2
> 2 2 2 2 2
P (2k +1) —x n —u (2n)

1 1 Tr 2
= | mcotan(mz) — = | — 3 7 cotan 5
x x

7 cotan(mx) — % cotan(%)

QUATRIEME PARTIE
1)

e pour z = 0 I'intégrabilité est évidente
e pour z > 0 t— > %%1 est une fonction continue positive sur RT* de limite x si ¢ tend vers zéro et équivalente a
e:rt

< = (@Dt si ¢ tend vers I’in..ni. La fonction est intégrable si et seulement si = < 1.

e pou x < 0 la parité de la fonction permet de conclure sans probléme.
D=1-1.1]

—t
-2 = ===  pourt >0o0naec?

o0 2¢= (k41! Et par multiplication par sh(xt)

2a) On a 77 = €]0,1[ donc == = >/ ¢~2** En multipliant par 2¢~* on a

—_—
sh(t) —

+o00
vt > O,M = ZQSh(ﬂ)@fﬂkH)t
sh(?) —

2b)t— > 2sh(xt)e~(@k+ 1t est une fonction continue positive sur R+ équivalente & e(*=2k-1t en 400 . Sur D (z — 2k — 1)
est strictement négatif. D’ou I'intégrabilité de la fonction.

2¢) Sur Rt* Y 2sh(at)e~ k+1)t est une série de fonctions continues intégrables qui convergent vers une fonction continue
intégrable. Chaque terme de la somme est positif , donc la suite des sommes partielles est monotone et par convergence
monotone :

oo sh (at) — [™ 2k41)t «— [t 2k—1)t 2k—1
/ —=dt = Z/ 2 sh(wt)e” PV g = Z/ (e(m_ Dt w2k )) dt
0 sh(t) 0”0 0”0

—+o0 “+o0
DN ey by e D ey
T — + - — + + -
o 2k +1 2k +1 o 2k +1)2 2
3) Pour z € D—Z on a donc:
+oo too
sh(xt) 2z T T
/0 sh(t) kzzo (2k +1)2 — 22 7 cotan(mx) + 5 €O an ( 5 )
, N N . 1—tan?(rz/2) . s .
d’apres la troisieme partie. Or cotan(nz/2) = m et cotan(mx) = tan(lm) = “Stn(rz/o - La trigonométrie simpli..e

donc I'expression.

[z € Dz £0, [" LGt = Zan (&2

0 sh(t)

pour z = 0 I’égalité est évidente.

CINQUIEME PARTIE

1a) la fonction ¢,,, est continue , positive sur R** | prolongeable par continuité en z =0 ( ¢,(0) = 1,¢,,(0) =0sim > 1)
et ¢, ~ 2" ¢"" . 0. Lafonction ,, est intégrable sur R+*
1b) Comme au IV 1) on a

+o0
¢»m (t) =9 Ztme— (2k+1)¢t
k=0
La série >0 e~ (2k+1 est une série de fonctions continues intégrables sur R** (car t2t™e~(2**1¢ tend vers 0) qui
converge simplement vers ¢,, continue intégrable sur R**. De plus chaque fonction t— > t"e~ (21t gst positive . La suite
des sommes partielles est donc monotone et on peut lui appliquer le théoréme de convergence monotone.

+oo ™M _ +oo r+oo  m —(2p+1)t
|0 Smdt =2 p:()fo tre” 2 )dtl




1c) On doit donc calculer f0+°° tme~(r+Dtgt . Or le changement de variable a¢ne u = (2p + 1)t permet de retrouver la

fonction T d’Euler : f0+°° tme=@pttgy — (225:’;;}111 = (2p+'"f>!m=r . donc :

+ oo tm
dt = 2m!
/0 sh(t) Z

2p + 1 m—+1
Il faut revenir a la fonction £ de Riemann : Or
—+o0 —+o0 —+o0 —+o0 —+o0
1 1 1 1 1 1
_ _ _ _ — (1= 1
D AP Sy L PR Sy S (1= 5 )
k pair

|f0+°°T'("ﬂdt—2m (1—2-m- l)g(m+1)|

2p+1

2) v, = (2p+1>,¢2p+1 est intégrable car proportionnelle a une fonction intégrable. De plus

+o0o r2p+1 +o00 ap1 _—
/0 vp(t)dt = m[) (;52p+1(t)dt= 2x°P (1— 27 )5(2p+2)
3) On connait le développement en série entiére avec un rayon de convergence in..ni :

+oo ( t)2p+1

sh(zt) = z_% m

Donc %%1 Zp o Up(t) . Lasérie de fonction 3" v, (¢) est une série de fonctions continues intégrables sur R qui converge

simplement vers une fonction continue intégrable. De plus Zf(;”’o lv,| = > 2 | P (1 —-27272) ¢ (2p+2) est une série
convergente car 0 < 2|zt (1 —272272) ¢ (2p+ 2) < (2¢6(2)) |«[*""" qui est le terme général d’une série convergente car
|z| < 1 .(la série n’est pas a termes positfs si z < 0) On peut donc intégrer terme a terme :

+°°shxt
22p+1 —2p—2 92 2
| S zx )€ (2 +2)

4a)Si on réunit ce résultat avec la ..n de la partie IV on a:

Ve e]-1,1[ —tan(— ZQ:EQPH “W=2) e (2p+ 2)

soit en posant u = 7 /2

IPu €] — m/2,7 /2] tan(u) = 2 3% ) s (2242 — 1) £(2p + 2)

4b) on connait le début du développement assymptotique de tan :

8 25

t — —_— ] —
an(x) =z + 3 + T +.
donc pour p = 0 24 (4 — 1)£(2) = 1 soit £(2) = %2
etpour p=1: 2= (16 —1)&(4) = £ soit £(4) = &
et pour p=2: 2= (64 — 1) £(6) = =& soit £(6) = &=
remarque : en posant tan(x) cos(z) = sin(z) et en utlllsant un produit de Cauchy on montre facilement que les coedcients
du développement en série de tan sont rationnels . On en déduit lors que 57{%%1 est rationnel

X 1/nd = mmn® X 1/t = k0 S g 12 = 691/6385128757'2 d’aprés MAPLE qui a une table des
valeurs

c:h“‘




