CONCOURS COMMUN POLY TECHNIQUE
MATH 2001 PC

Partie |

1.1.S5i A=0alorstAA = 0.

Pour la réciproque on calcule les coe@cients diagonaux de ‘AA :
Vie{1,2,..p}, ("A4), = (Ap,)?
k=1

Les coeccients étant réels on a une somme de réels positifs. La somme est nulle si et seulement si chaque terme est nul.

Doncsi YAA= 0, pour tout k € {1,2,...,n} et pour tout i € {1,2,....,p}, (A),, =0

A

|tAA = 0 si et seulement A = O|

Remarque : En utilisant la forme matricielle du produit scalaire on peut montrer que Ker(A) = M,, 1 (R):

X € Ker(A) = [|AX]|]® =t X'AAX =0 donc AX = 0 et donc Ker(A) = M, , (R) et A = 0.Mais comme on utilise une
question qui suit ce n'est pas la meilleure méthode ici.

désormais A est supposée non nulle donc *AA # 0

1.2. tAA € M,(R), c’est une matrice symétrique réelle , elle est donc diagonalisable au moyen de matrices
orthogonales.

A'A € M, (R), c’est une matrice symétrique réelle , elle est donc aussi diagonalisable au moyen de matrices
orthogonales.

1.3.

a)question de cours | (X|Y), = XY = 'YX
b) W est un vecteur propre de ' AA associé a la valeur propre A, donc W # 0 et PAAW = AW

donc [|[AW 2 = * (AW) AW = ‘W (PAAW) = ‘W (AW) = X'WW = A |[W] :

2 2
AW, = AW,

¢) On sait déja que toutes les valeurs propres sont réelles.
HW||127 > 0 (car W vecteur propre est non nul ) et ||AW||2/ >0doncA >0

| Les valeurs propres de ‘AA sont donc réelles, positives ou nulles

1.4
a) zI, A -1, (O)R’p ( A'A—=zI, A
tA T, tA I, ) 0 Ip

zl, A -1, A . —xl, 0n.p
tA I, 0),, -z, )\ —'A 'AA—=xI,

b) D’aprés le déterminant d’une matrice diagonale par blocs on sait que det ( > = det(A)det(B) si 4

B
(0) C
et B sont des matrices carrées.
On sait aussi que det(A.B) = det(A) det(B)
Si on désigne par P, le polynéme caractéristique d’une matrice M € M,, (R), Py (z) = P(M — x1,)
On a donc :

JZIn A —In On,p _ JJITL A —In (O)7l~,17 . n ZL‘In A
det(( tA Ip>< t4 Ip))—det( t 4 ]p>det< tA I, = (—=1)"det A,

et

A'A —zxI, A
det ( ©,, I, ) = Pata()



donc I
) X
Pyia(x) = (-1 ”det( " >
(@) = (-1) L
de méme avec I'autre produit

(—1)"(—m)pdet< “hn 2 ) = (—2)" Piaa(x)

donc l=2)" Praa(x) = ()’ Para(x)
Donc si « est racine non nul de P: 44 de multiplicité & alors (X — a)’“ divise P44 donc aussi P4t 4 et récipro-
quement.

tAA et A'A ont les mémes valeurs propres non nulles avec le méme ordre de multiplicité

¢) Si on calcule le rang dans une base de vecteur propre on constate que , pour une matrice diagonalisable , le
rang est égal au nombre de valeurs propres non nuls en comptant la multiplicité)

[EAA et At A ont méme rang)

1.5. Sin>p, Pata(x) = (—2)" " Pega(z) donc 0 est racine de Puty :

sin > p, 0 est valeur propre de A*A et si n < p, 0 est valeur propre de *AA

1.6. Les A; sont des réels positifs (1.3) donc les p,; sont bien dé..nis et sont des réels positifs.
Il existe une base orthonormale (V) de vecteurs propres car la matrice est symétrique réelle.
a) A étant non nulle, *AA est non nulle, elle est diagonalisable, elle a donc au moins une valeur propre non

nulle. (la seule matrice diagonalisable dont le spectre est réduit a 0 est la matrice nulle) Toutes ses valeurs propres
sont positives, donc la plus grande des valeurs propres est strictement positive :

b) La somme des ordres de multiplicité des valeurs propres non nulles de * AA est égale a r
donc r = rang(*AA) = rang(A*A) d’apres 1.4.c.
AtA e M, (R) doncet d’apreés le théoréme du rang ,

dim(KerAtA)=n—r

c) | Pour tout i € {1,2,..,r}, AV; = pu,;U; | par dé..nition des U;
sir>p, pourtoutie {r+1,.,p}, A =0, ‘AAV, =0, [[AV;|} = ‘VIAAV, =0,

|Si7">p, pour toutie {r+1,..,p}, AV; =0

si ¢ > r p; = 0 on ne peut toutefois pas dire AV, = u,;U; car U; peut ne pas exister si p > n . Dans la suite il faut distinguer
1 <reti>r.

d) Pour tout i € {1,2,..,7}, LAU; = ‘+ (tAAV;) = TA,“/Z =1, V;

i

loour tout i € {1.2....r}, AU, = 1. V]

e) Sin>r, pourtoutie {r+1,..,n}, U; € KerA'A donc A'AU; =0 et donc ||tAUin) = U, (A'AU;) =0,

sin>r, pourtouti € {r+1,..,n}, "AU; =0

f) Pour tout i € {1,2,..,r}, pour tout j € {1,2,..,7},

(U;|U;) = ﬁ t(AV;) (AV;) = ﬁ W (tAAV;) = Tj;;(‘/i\vj) = §;; puisque \; = u? et que (V;) est une base
orthonormale.

sin > r, par dé.nition (U,;1,..U,) est une famille orthonormale,

pour tout i € {1,2,..,r}, pour tout j € {r + 1,..,n}, (U;|U;) = t(tV,-tA)Uj =0

puisque 'AU; =0

(U1, U, ..,Uy,) est donc une base orthonormale de R"

deplussi 1<i<r, A'AU;, = A(w;V;) = p2U; = \U;

sir<n,r+1<i<n , AYAU; = 0, donc




(U1, Us,..,Uy) est une base orthonormale de vecteurs propres de A*A

pour touti € {1,2,..,7} , U; est associé a la valeur propre \;
pour touti e {r+1,.,n}, U; est associé & la valeur propre 0

1.7.

a) Pour calculer (tUAV)ij on fait le produit de la ligne i de *U et de la colonne j de AV. On reconnait donc
le produit scalaire de U; par AV; ou par 0 :
V(i,j) € {1,2,..n} x{L,2,.,r}, ("UAV).. = (U|AV;) = u; ({Ui|U;) = p;6;

ij
V(i,j) € {12,,.,n}x{r+1,.p}, (UAV), = (U;]0) = 0= p;6;

ij

car la base (U;) est orthonormée.

V(i j) € {12 en} x {1,2,..,p} , ((UAV),, = ;6,5

b) On a donc tUAV = A car pour j > r p; =0

Les vecteurs colonnes de U constituent une base orthonormale de R™, donc U est une matrice orthogonale,
U €O0(n), Uestinversibleet U1 = U

De méme V € O(p) et V est inversible avec V! = ‘V

Donc, en multipliant I'égalité ‘UAV = A a droite par 'V et a gauche par U on obtient :

2 0 0 1
C)tA0A0:<O 6>7A1:a>\:27‘/1:<1)7‘/2:<0>

2
A
1 , On a bien deux vecteurs normés et orthogonaux.
0)

(1)

On prend alors Uz = U; AU, = 715 \ -1 } ,
1

On Véri..e bien que (Us) est une base de Ker (Ao Ay) avec Ag'Ay :(

1 1
BU:UoAtVOavchU:<_$ 75) ,A:( ﬁ) Vo= (1)

2 2 0

1.8. U et 'V sont des matrices inversibles, donc le rang de A est égal au rang de A (matrices équivalentes) donc

rang(A) =r

1.9.Dessiner des produits de matrices pour bien voir ce qui se passe . Utiliser les exemples en petite taille.

a) V;'E; est une matrice de M, (R) dont toutes les colonnes sont nulles sauf la i-eme égale & V;,

V=" VI'E




b) On ade méme U = 3", U,'F;
donc A =UA'V = (Z;‘Lq thFJ‘) AT (X ViR = Zz’,j U F;AE; 'V

Orpour j <7r:'FjA=(0---0,p;,0---0) = p; 'Ej et donc 'F;AE; = piE;E; = 64
Et pour j > r tF;A =0 donc tF,AE; =0

A= 22:1 11;U;'V;

tous les termes pour i # j et pour j > r étant nuls.

PAA = TAC_ 1 Uit V) =300y (FAU) 'V, or PAU; = Vi et A = p, (car i < r ) donc

PAA = Z::l Az‘/zt‘/z

En transposant la formule qui donne A on obtient : A = Y7 1, Vi'U,,
donc A'"A=3""_, pu, (AV))'U; = >0, p; (w;U:)' Uy, donc

ATA =Y NUMT

c) Soit X ¢ R?, 'V; X = (V4| X), donc

AX = (ZmUﬁ%) X = w(VilX)U;
=1 i=1

(U1,U2,..,Ur) est une famille libre de R™ , pour tout ¢ € {1,2,..,7}, p; #0
donc AX = 0 si et seulement si pour tout ¢ € {1,2,..,7}, (V;|X) =0
(W1, V3, ..., V) étant une base orthonormale de R?,

sir <p, Ker(A) = Vect (V;41,..,V,) et sir=p, Ker(A) = {0}

Par un raisonnement analogue, si Y € R, "AY = Y7_, pu, (U;|Y) V;

sir<n, Ker(*A) = Vect (U,11,..,U,) etsir=n, Ker (*A) = {0}

pour tout X € R? | AX € Vect(AVy,---, AV,) = Vect (Uy, ..,U,) donc Im A C Vect (Uy,..,U,)

or dim(Im (A4)) = rg(A) = r donc

ImA =Vect (Uy,Us,..,U,)

et on obtient de méme

Im (TA) = Vect(Vl, VQ,.., V;)

d) KerA C Ker (*AA), de plus A et * AA ont le méme rang r
donc dim (KerA) = p —r et dim (Ker(*AA)) = p —r, donc

KerA= Ker(tAA)

Un raisonnement analogue permet de démontrer que:

Ker('A) = Ker (A'A)

PARTIE Il



D’aprés la premiére partie toute matrice non nulle admet une décomposition en valeurs singuliéres.

Mais le sujet ne dit pas explicitement que pour une décomposition en valeurs singuliéres les matrice U et V' sont obligatoire-
ment construites selon la méthode du 1. On peut toutefois véri..er réciproquement que si A = UA'V alors le carré des termes
”diagonaux” de A sont les valeurs propres de ‘AA et de A'A et que les colonnes de U et V véri..ent les conditions imposées
en premiéere partie.

En..n le sujet semble dire que I'on peut admettre I’unicité avant de I’avoir démontrer.

11.1. On déduit de 1.7.b que
A+ _ % 0 0
0 71; 0

d’ou apres calculs que

n L 1 9
Ay =\ 2L 1 1
6 6 3
On en déduit :
2 Ll _1
_ i 3 2 _
AOAS_ = EL E z A(TAO = Iz
3 3 3
puis

AgAfAg= Ay A AgA = AJ.

11.2.Avec les notations du 1.7 on a AJ = VoA™ U, Comme U, et ¥, sont orthogonales et que A est du type voulu, A =
VoAg U, est une décomposition de A; en valeurs singuliéres, d’o0 I'on déduit que (AJ)* = Ug(Ad) T Vo = UpAg Vo = Ay.

En procédant ainsi on fait déja la question 10 dans un cas particulier. Mais c’est bien plus rapide que de faire les calculs
comme en 1.7.c
11.3 . Le calcul se fait sur le méme principe que pour le produit de deux matrices diagonales:

S G Rl G

On obtient des matrices J, usuelles mais de taille dioérentes.
11.4 . Sin=p=r,ce qui précéde prouve que AT = A1, deplus V = (V)" let!U = U}, car U et V sont orthogonales.
Donc

A+ — A-1

1.5 .
Le résultat du 1.9.a appliqué a A+ = VAT tU donne :

> v,

D’autre part, en utilisant Iégalité A = 7", 1;U; 'V; trouvée en 1.9.b

At = Y Mty vt
i=1..r Hi
j=1..r

Or pour tous i et j dans [1,p], 'V; V; = (V; | Vi) = &; ; car (Vi,...,V,) est une base orthonormée de R”. D’ol

MaA™=> .  U;'U)

De la méme facon,en échangeant les roles de U et V', comme (Uy,...,U,) est une base orthonormée de R":

MrAa=>, vi'Vj

11.6.a.
Pourj <n: AAYU; = 330, Ui 'U; Uy = 3, (Ui|Uj) Ui = 355, 6 Us.
. U;sij<r
+77. — J =
Finalement, AATU; = { 0sii>r

Si ¢ est I'endomorphisme associé a AA™* dans la base canonique de R™ on obtient que la matrice de ¢ dans la base (U;) est
une matrice J, qui est la forme canonique de la matrice d’une projection. Comme la base est orthonormale cette projection
est orthogonale.



¢ est la projection orthogonale de R™ sur Vect(Uy,...,U,) . Or par construction les (V;)!_, est une base de R” , donc les

(U;)}_, engendre Im(A) En retirant les vecteurs nuls les (U;);_, engendrent Im(A) . (c’est méme une base car le systéme est
orthonormale)

lo est la projection orthogonale de R™ sur Im(A)J

11.6.b. Pour tout j € [1,p],
AYAV; = S VitV = S, (VIV) Vi= Y 6 Vi
. isij <
30|tA+AVj:{ Vistjsr
Ostj>r
Par construction les (V;);_, est une base orthonormale telle que (V)

question 1.9.d
I'endomorphisme associé & A+ A dans la base canonique de R? est la projection orthogonale de R sur (Ker(A))L.

;L:r+1 soit une base de Ker(*AA) = Ker(A) d’aprés la

11.7.
e AAT est la matrice dans la base canonique de R™, orthonormée pour le produit scalaire canonique, d’une projection
orthogonale de R™: elle est donc symétrique .

AT A est la matrice dans la base canonique de RP, orthonormée pour le produit scalaire canonique, d’une projection
orthogonale de R?: elle est donc symétrique .

AT = (AAT), AT A (AT A)

e On -
(AANY A= D> wU;'UU; 'V = > U,
=1

toujours car ‘U,;U; = 6, ;.
Méme calcul pour (AT A) A+

AATA=A ATAAT = A1

11.8.0n sait que Im(M N) C Im(M) et Ker(N) C Ker(M N) . On en déduit alors immédiatement a I’aide de 11.7

Im(AAT) C Im(A) — -
o ) A ¢ m(aar | done [EEAT=TR[ATT]

Ker(At) C Ker(AAt) — +
¢ Ker(AA") C Ker(AT(AA1)) = Ker(A') } donc [Ker(A™) = Ker(AA™ )

Im(A*A) C Im(AY) — .

Ker(A) C Ker(ATA) T
* Ker(A*A) C Ker(A(A*A)) = Ker(A) } donc [Ker( ) er(A)

o AAT estla matrice d’une projection (orthogonale) de R", donc R"™ = Im(AA™) & Ker(AA™).

De méme comme (At A) est la matrice d’une projection de R?, R? = Im(A+A) @ Ker(A+A).

IR™ = Im(A) & Ker(A™) RP = Im(A") & Ker(A)|

11.9 .
11.9.a.

e i) B= B(AB) = B (BA) = B'B'Aet B= (BA)B = 'A'BB.
o ii)A=(AB)A='B'AAet A= A(BA) = A'A'B.

e iii) ! A=BA'A="AAB en transposant les égalités ii).



11.9.b. Comme A™ Véri..e les hypothéses de cette question, elle véri..e, comme B les identités i), ii) et iii).

On doit donc montrer que si deux matrices B et C véri..ent les hypothéses de 119 (et donc i) , ii) et iii) ) elles sont égales.On
part de B pour trouver C . On commence donc par i) .le morceau ‘A permet d’introduire C ... et I'expression se simpli..e
par ii) pour donner une forme symétrique en B et C . On recommence symétriquement avec C' en mettant A a gauche:

B = B!'BtA car B véri.e i)
= BtBtAAAC car C Vvéri..e iii)
= BAC car B \éri..e ii)
de méme C = YA'CC car C véri.e i)
= BAYA'CC car B véri..e iii)
= BAC car C véri..e ii)

Si on a deux décompositions en matrices singuliéres de A les deux matrices A" obtenues véri..ent 117 et sont donc égales.
11.10. deux plans possibles

e utiliser 119
(A*)* est I'unique matrice B € M,, ,(R) véri..ant
ATB =%(ATB) BAT ='(BAT) AYBAT = A* BAYB=B
Comme A € M,, ,(R) et que A véri..e ces quatre relations

e utiliser (AT)" = A

Comme At = VA *U est une décomposition en valeurs singuliéres de A* on a par unicité (AT)" = U (AT)" 'V = 4

AN = A

e pour ‘A eten utilisant le second plan:
LAY) = UH(AH)' 'V = UA+Y

tA = VA'U est une décomposition en valeurs singuliéres de *¢tA donc (*fA)" = UAT 1V

2

11.11. SoitCy = AyBg = ( 0 ) . Cherchons € sous la forme ( a b ¢ ) pour que les identités de 119 soient véri..ées.(on
-2

peut aussi reprendre le plan de calcul de AJ )

/ 2 \ ( 20 20 2 \
0 ( a b ¢ ) =. 0 0 0 est symétrique si et seulement si ¢ = —a et b = 0, ce que I'on suppose

\ - \ —20 —25 —2¢ )

acquis pour la suite des calculs.

(a 0 —a)Cye M;ii(R) est toujours symétrique.

CO(G 0 a)CQ( 80a )d’OL‘JaZL

—8a

On véri..e que la quatrieme relation est vraie

On a donc
(ABo)* = (3 0 —%).

A partir de la décomposition de By en valeurs singuliéres :By = ( £ —% ) et donc
BiAg = (5 3 —%)# (ABo)

11.12.bonne révision des projections orthogonales .
11.12.a . Pour tout H € M,, 1 (R), AA" H est le projeté orthogonal de H sur Im A, donc H — AA™ H est orthogonal & Im A
d’ou

l(Ax — AH) L (H— AH)

En utilisant Pythagore, _ _ _
|AX —H |2 =||AX — AH |2 +||H — AH |2, d’'oU |AX — H|2 > ||AH — H|2 . Or AX décrit Im(A) et AH est I’élément

de Im(A) rendant minimum | AX — H |, [ Im(4)) = Al - H] ]




11.12.b. S'il existe H € M, 1 (R) tel que | AH —H |, =|AH — H|, = d(H,Im A), alors par unicité du projeté orthogonal
de H sur Tm A, AH = AH, soit H —H € Ker A.

Onaalors H=H + (H —H) avec H € Im(A™) = (Ker A)* et H — H € Ker A.

Par Pythagore, | H |2 = |H|? + | H — H|?. Sideplus H # H, | H—H|? > 0 et donc

51, <1 H 1,

11.12.c. inf|AgX — H |5 = | AgATH — H s = - = 22



