
Les calculatrices sont interdites
d'aprµes GCP 2002 PC , adapt¶e au nouveau programme

Notations
Soit n et p des entiers sup¶erieurs ou ¶egaux µa 1. K d¶esignant le corps des r¶eels ou celui des complexes, on

note Mn;p(K) le K-espace vectoriel des matrices µa coe±cients dans K ayant n lignes et p colonnes. Lorsque
p = n, Mn;n(K) est not¶e plus simplement Mn(K) et est muni de sa structure d'algµebre, In repr¶esentant
la matrice identit¶e.

0n;p d¶esigne la matrice nulle de Mn;p(K) et 0n la matrice nulle de Mn(K).
GLn(K) d¶esigne l'ensemble des matrices inversibles de Mn(K) et Tn(K) l'ensemble des matrices carr¶ees

d'ordre n triangulaires sup¶erieures µa ¶el¶ements dans K.
Tout vecteur x = (xi)1·i·n de Kn est identi¯¶e µa un ¶el¶ement X de Mn;1(K) tel que l'¶el¶ement de la

ieme ligne de X soit xi. Dans toute la suite, nous noterons indi®¶eremment X = (xi)1·i·n un ¶el¶ement de
Mn;1(K) aussi bien que le vecteur de Kn qui lui est associ¶e.

Pour A = (ai;j)1·i·n
1·j·p

dans Mn;p(K) et X = (xi)1·i·p dans Kp, on note (AX )i le coe±cient de la ieme

ligne de AX.
Pour toute matrice A de Mn(K), on note Sp (A) l'ensemble des valeurs propres complexes de A et on

appelle rayon spectral de A le r¶eel ½(A) d¶e¯ni par :

½(A) = max
¸2Sp(A)

(j¸j)

Conform¶ement µa l'usage, on note N1 la norme d¶e¯nie sur Cn par :

8X = (xi)1·i·n 2 Cn; N1(X ) = max
1·i·n

(jxij)

On quali¯e de norme matricielle toute norme ' d¶e¯nie sur Mn(K) v¶eri¯ant la propri¶et¶e :

8(A;B) 2 (Mn(K))2; '(AB)·'(A) ¢ '(B):

PARTIE I

1. Soit la matrice G =

0
@

1 1 0
1 ¡1 1
2 ¡5 3

1
A.

1. La matrice G est-elle diagonalisable ?

2. Montrer qu'il existe des scalaires (®; ¯; °) telles que G soit semblable µa T =

0
@
® 0 0
0 ¯ 1
0 0 °

1
A ou µa

T =

0
@
® 1 0
0 ¯ 1
0 0 °

1
A , et d¶eterminer une matrice P telle que G = PTP ¡1

3. calculer Gn , n 2 N
4. Etudiez si la suite (Tn)n2N converge .

2. Soit A 2 Mn(C). Enoncez le th¶eorµeme permettant de dire que A est semblable µa une matrice
triangulaire sup¶erieure T . Que repr¶esentent les ¶el¶ements diagonaux de T ?

3. Soit S = (si;j) et T = (ti;j) deux matrices triangulaires sup¶erieures de Mn(C).

1. Montrer que ST est une matrice triangulaire sup¶erieure dont les coe±cients diagonaux sont
s1;1t1;1, s2;2t2;2, . . . , sn;ntn;n.

2. Pour k 2 N¤, quels sont les ¶el¶ements diagonaux de T k ?



4. Montrer que pour toute matrice A de Mn(C), ½
¡
Ak

¢
= [½(A)]k.

5. Montrer que l'application Ã : Mn(C) ! R; A = (ai;j) 7! max1·i;j·n (jai;jj) est une norme sur Mn(C),
mais n'est pas en g¶en¶eral une norme matricielle sur Mn(C).

6. En admettant l'existence de normes matricielles sur Mn(C) (la suite du problµeme montrera e®ective-
ment cette existence), montrer que pour toute norme N d¶e¯nie sur Mn(C), il existe une constante C
r¶eelle positive telle que :

8(A;B) 2 (Mn(C))2 ; N (AB)·CN(A)N(B):

7.

1. Soit (Ak)k2N une suite de matrices de Mn(C), A 2 Mn(C) et P 2 GLn(C). Montrer que la suite
(Ak)k2N converge vers A si et seulement si la suite (P ¡1AP )k2N converge vers P¡1AP .

8.

1. Soit T =
µ
¸ ¹
0 ¸

¶
un ¶el¶ement de M2(C). Pour tout k 2 N¤, calculer Tk et en d¶eduire que la

suite
¡
T k

¢
k2N¤ converge si et seulement si (j¸j < 1) ou (¸ = 1 et ¹ = 0).

2. Soit A 2 M2(C) diagonalisable. Donner une condition n¶ecessaire et su±sante sur les valeurs
propres de A pour que la suite (Ak)k2N soit convergente.

3. Soit A 2 M2(C) non diagonalisable. Montrer que la suite (Ak)k2N est convergente si et seulement
si ½(A) < 1. Dans ce cas, pr¶eciser limk!+1

¡
Ak

¢
.

4. Soit A 2 M2(C). Donner une condition n¶ecessaire et su±sante sur ½(A) pour que la suite (Ak)k2N
converge vers la matrice nulle.

Partie II
Soit A = (ai;j) une matrice de Mn(C) et N une norme quelconque sur Cn. On pose :

MA = max
1·i·n

Ã
nX

j=1

jai;jj
!

1.

1. Montrer que pour tout X 2 Cn : N1(AX)·MAN1(X).

2. Montrer qu'il existe une constante r¶eelle CA telle que :

8X 2 Cn; N(AX)·CAN(X ):

3. Montrer que l'ensemble
½
N(AX)
N(X)

j X 2 Cn n f0g
¾

possµede une borne sup¶erieure dans R.

On notera dans la suite :
eN(A) = sup

X2Cnnf0g

µ
N(AX)
N(X)

¶

4. Montrer que : gN1(A)·MA.
5. On reprend dans cette question la matrice G introduite en I.1. D¶eterminer un vecteur X0 de C3

tel que N1(X0) = 1 et N1(GX0) = 10. En d¶eduire la valeur de gN1(G).
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2. Soit i0 un entier compris entre 1 et n tel que
Pn
j=1 (jai0 ;jj) =MA. En consid¶erant le vecteur Y de Cn

de composantes yj d¶e¯nies par :

yj =

( ai0;j
jai0;j jsi ai0 ;j 6= 0

1 si ai0 ;j = 1

1. montrer que MA·gN1(A) et en d¶eduire gN1(A) =MA.

3. Montrer :

1. eN(A) = 0 , A = 0n.

2. 8¸ 2 C; eN(¸A)· j¸j eN (A).

3. En d¶eduire : 8¸ 2 C; eN(¸A) = j¸j eN(A).

4. 8B 2 Mn(C); eN(A +B)· eN(A) + eN(B).

5. 8X 2 Cn; N(AX)· eN(A)N(X).

6. D¶eduire de ces r¶esultats que eN est une norme matricielle sur Mn(C). On lui donne le nom de
norme matricielle subordonn¶ee µa la norme N .

4.

1. En consid¶erant une valeur propre ¸ de A telle que j¸j = ½(A), montrer que :

½(A)· eN(A):

2. Donner un exemple simple de matrice A non nulle v¶eri¯ant ½(A) = gN1(A).

3. Montrer que si A est nilpotente non nulle, on a l'in¶egalit¶e stricte :

½(A) < eN(A):

5. Montrer que si limk!+1
¡
Ak

¢
= 0n, alors ½(A) < 1.

6. On admet dans cette question que toute matrice M est semblable µa une matrice triangulaire T telle
que T = D + N , D matrice diagonale , N matrice nilpotente telle que DN = ND . On pose p un
entier tel que Np = 0n

1. Justi¯ez que pour k ¸ p :

Tk =
p¡1X

i=0

µ
k
i

¶
N iDk¡i

2. Soit x 2 C tel que jxj < 1 . D¶eterminer la limite de la suite
¡¡k
i

¢
xk

¢

3. Montrer que si ½(A) < 1 alors limk!+1
¡
Ak

¢
= 0n

7.

1. Montrer que pour tout k entier naturel non nul : ½(A)·
h

eN
¡
Ak

¢i1
k .

2. Montrer que pour tout ® 2 C, ½(®A) = j®j ½(A).

3. Soit " > 0 et A" =
A

½(A) + "
. V¶eri¯er que ½(A") < 1 et en d¶eduire l'existence d'un entier naturel

k" tel que :
8k 2 N;

³
k¸k" ) eN

¡
Ak

¢
· (½(A) + ")k

´
:
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4. En d¶eduire limk!+1
h

eN
¡
Ak

¢i1
k = ½(A).

Partie III
Une matrice A de Mn;p(R) est dite positive (resp. strictement positive) et on note A¸0 (resp. A > 0)

si et seulement si tous ses coe±cients sont positifs ou nuls (resp. strictement positifs). Si A et B sont
deux matrices de Mn;p(R), on note A¸B (resp. A·B, A > B, A < B) si et seulement si A¡B¸0 (resp.
B ¡ A¸0, A¡B > 0, B ¡ A > 0).

Notons que grâce µa l'identi¯cation de Rn et Mn;1(R), on pourra parler de vecteur de Rn positif ou
strictement positif.

1. Donner un exemple dematriceAmontrant que les conditions A¸0 et A 6=0 n'impliquent pas n¶ecessaireme
A > 0.

2. A, B, A0, B0 d¶esignent des matrices de Mn(R).

1. Montrer que si 0·A·B et 0·A0·B0, alors 0·AA0·BB 0.
2. Montrer que si 0·A·B, alors pour tout k 2 N¤, 0·Ak·Bk.
3. Montrer que si 0·A·B, alors gN1(A)·gN1(B).

4. Montrer que si 0·A·B, alors ½(A)·½(B).
5. Montrer que si 0·A < B, il existe c 2 ]0; 1[ tel que A·cB et en d¶eduire ½(A) < ½(B).

3. Soit A une matrice positive de Mn(R) telle que la somme des termes de chaque ligne soit constante
¶egale µa ®. Montrer que ® est valeur propre de A et que :

½(A) = ® = gN1(A):

4. Soit A une matrice positive de Mn(R). Pour tout i 2 f1; : : :; ng, on note ®i la somme des termes de la
ieme ligne de A et ® = min1·i·n®i. On d¶e¯nit la matrice B = (bi;j) par B = 0n si ® = 0 et bi;j =

®
®i
ai;j

si ® > 0. Montrer µa l'aide de la matrice B ainsi construite que :

min
1·i·n

Ã
nX

j=1

ai;j

!
·½(A)· max

1·i·n

Ã
nX

j=1

ai;j

!
:

5. Soit A une matrice positive de Mn(R) et X = (xi) un vecteur strictement positif de Rn.
On note Dx la matrice diagonale de Mn(R) ayant pour termes diagonaux x1, x2, . . . , xn. Calculer les
¶el¶ements de la matrice D¡1x ADx et en d¶eduire :

min
1·i·n

µ
(AX )i
xi

¶
·½(A)· max

1·i·n

µ
(AX)i
xi

¶

6. Soit A une matrice positive de Mn(R). Montrer que si A admet un vecteur propre strictement positif,
alors la valeur propre associ¶ee est ½(A) et :

½(A) = sup
X>0

µ
min
1·i·n

(AX)i
xi

¶
= inf
X>0

µ
max
1·i·n

(AX)i
xi

¶
:
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