Mines d’Albi ..
2010 , épreuve spécifique MPSI
probléme 2

rappel sur les nombres premiers:
tous les entiers sont des entiers positifs
un nombre premier est un entier ayant exactement 2 diviseurs 1 et lui méme
1 n’est pas premier
Il existe une infinité de nombres premiers
Si p divise mes entiers = et y , p divise z + y,z — y et kx pour tout entier k .
Tout entier x > 1 se décompose de facon unique en un produit de facteurs premier :
k
x= pr‘ avec pour tout ¢ , p; premier et a; € N*
i=1

En regardant la décomposition de xy on constate que si p est un facteur premier de zy , c’est un facteur premier de x ou y .

1. On revient a la définition par factoriels :

P\ p P! _ (p—1)! _ (p—-1
k(’f) a kk!(p*k)! TE-Dp-R TR0 -1 (k1) _p<k1>

la formule est vraie pour tout entier p et k € [[1,p]]

On a de plus que p est premier et k£ < p , donc p n’est pas un facteur de la décomposition en facteurs premiers de k .

-1
Mais p est un facteur de p(Z 1) = k‘(i) , donc p est un facteur premier de <£>

Vp € P,Vk e [[L,p—1]].p| (Z)

2. on pose H, :Vp € P, p|(a” — a)

e vraisia=0et a=1:p|0

e si p divise a” — a on écrit :

(a+1)P —(a+1) = i(i)akal

k=
p—

= O

<z)ak+(a”—a) +(1-1)

o

=1
p divise chaque terme du ¥ par la question 21 et le dernier terme par I'hypothése de récurrence.:p| ((a +1)” — (a + 1)

Vp € PVa €N, pla® —d

3. Le résultat admis peut se vérifier par le calcul en développant le déterminant 3 x 3.
On sait que det(MP) = det(M)P .
e On peut appliquer la question 22 a a = |det(M)| et dire que p divise |det(MP)| — |det(M)| .p divise aussi det(M )P
donc |det(M)P] et donc p divise |det(M)]
|det(M)| est donc divisible par tous les nombres premiers , donc |det(M)| = 0 ( si |det(M)| # 0, prendre p premier
,p > |det(M)] on a une absurdité).
Réciproquement si det(M) = 0,det(M) = p.0 donc est divisible par p.

VM e M3 (Z),(Vp € P, p|det(MP)) = M non inversible

1 00 0 00 0 0 0
4. On pose A = 0 0 O , B = 0 1 0 , C = 0 0 1 , on a A=Vect(A,B,C) qui est un sous
0 0 0 0 0 1 0 -1 0
vectoriel.

On vérifie qua aA+bB +¢C =0=a=0=c=0. La famille est libre et génératrice de A , c’est une base

[A est un espace vectoriel de dimension 3|




5. A est un sous ensemble de 'anneau M3 (R) non vide stable par différence ( c’est un espace vectoriel) et stable par produit

a 0 0 ad 0 0 aa’ 0 0 a 0 0
0 b ¢ |.l 0 ¥ ¢ |= 0 b’ — e bd +bec | = 0o v ¢
0 —c b 0 - v 0 —(bd +bc) bV —cd 0 —¢

avec a” = aa’,b” =bb' —cc’,c” =bc +cb'.
De plus A contient Is (a =b=1,¢=0)

Enfin la symétrie des formules donne

a 0 0 a 0 0 a 0 0 a 0
0 b ¢ o v Jd =10 VvV 0 b ¢
0 —c b 0o - v 0 - v 0 —c b
A est un annean commutatif]
4 0 0
6. A contient I3 (a =b=1,c=0),M(c=b=1,a=-2)et M>=[ 0 0 2 | . De plus ces 3 matrices forment un
0 -2 0

systéme libre : Si
xls +yM + zMs =0

r—2y+42=0 r—2y+42=0
on a le systéme linéaire : z+y=0 donc r=—y doncy=0,z=0,2=0
y+22=0 z=—y/2
On a une famille libre de 3 éléments dans un espace de dimension 3 , c’est une base.
1 -2 4
On peut aussi dire Mat (4 g c) (Ig, M, M2) = 1 1 0 de déterminant non nul.
0o 1 2
-8 0 0
7. M= 0o -2 2 = 2M — 415 (apres calcul)
0o -2 -2

8. On sait que A est une algebre donc si A contient M et M* | A contient M**! . Or A contient M° et M' . Donc
par récurrence A contient M k pour tout entier k . Les coefficients a, bx, cx sont les coordonnées de M k¥ dans la base
(A,B,C)

g1 = —2ay
9. On pose M.M* = pF+1 . brp+1 = br — ¢k
Cht+1 = br +ci

10. (ax) est géométrique de raison —2 et ap = 1 donc :

Wk e N, a, = (—2)F

11. On a zgx41 = (1 + 1)z suite géométrique de premier terme 1 et donc 2z, = (1 + i)k . Et donc comme by, et ¢ sont réels :

b = Re((1+9)"), ce = Im((1 +0)")

12. On peut aussi dire que ¢y = —bg11 + by, et donc (bx41 — br12) = b + (b — bgy1) soit
b2 = 2bgy1 — 2bg

On a une suite linéaire récurrente double , d’équation caractéristique 7> — 27 + 2 = 0 donc de racine 1 4+ i . Donc by,

(1 +4)" + (1 —d)* — Re((1 4 9)")

s'écrit A(1+ )% + (1 —i)* , comme by =1 et by =1, on a by = 5

13. Comme la trace est linéaire (vérification évidente) et comme M?® = 2M — 413 on a M*3 = 2M* ™1 — 4M* donc
Tr(M*3) = 2Tr(M*) — aTr(M”) .

(ug) et (Tr(My)) vérifie la méme relation de récurrence et les mémes conditions initiales pour & = 0,1,2 . les 2 suites
sont donc égales..



14. On a donc
Vp e P, u,=Tr(MP)=(-2)"+2Re((1+1i))

e =ne (S ()= 2 ()

e sip=2,uy =4 est divisible par 2

Or

On sépare en 2 cas :

e sip > 2, pest impair donc dans la somme Z , k = p est impossible. D’aprés la question 21 tous les termes
k=0,k pair
de la somme sauf le premier sont divisibles par p.

On écrit alors comme (—2)” = —27 :
p
_ _1\k/2 p
up =—2P4+2+42 E ( 1) (k)
k=1,k pair

le premier terme est alors aussi divisible par p d’aprés la question 22 pour a = 2.

1 2 -1
15. Ona det (e;)=| 2 1 1 |=-9%#0. on a donc une base
(4,4,k) -1 0 92

16. On a u*(e;) = A¥e; donc
3
= 3N e = 6AF + 55 + 6]
=1

17. On suppose que p premier divise ¢ (u”) = 6A] +5X5 + 6. Or d’apres la question 22, les \; étant entiers positifs, p divise
tous les A¥ — \; . donc p divise 6A1 + 5Aa + 63 .

Comme p est un entier premier quelconque, on en déduit comme & la question 23 que 61 + 5\ + 6\ = 0.

18. On a une somme nulle de réels positifs, donc chaque terme est nul : Ay = Ao = A3 = 0. Donc Mat(u) = 0 et donc

fu_est nul



