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I. Quelques propri¶et¶es de F = µ(f ).

1.1. µ(1)(x) =
R x+1

x dt = 1

1.2. Soit k 2 N¤.µ(tk )(x) =
R x+1

x tk dt = 1
k+1 ((x + 1)k+1 ¡ xk+1)

8k 2 N :µ(tk )(x) = 1
k+1 ((x + 1)k+1 ¡ xk+1)

2.1. f ¶etant continue sur l'intervalle R x 7!
R x

a f (t) dt est une primitive de f sur R or si Á est une telle primitive de f

8x 2; F (x) = Á(x + 1) ¡ Á(x)

Par di®¶erence de fonction C1 sur R on montre donc F 2 C1 et comme Á0 = f
8x 2 R; F 0(x) = f (x + 1) ¡ f (x)

2.2. Si f crô³t sur [x0; +1[ alors pour x ¸ x0 on a f(x+1)¡f (x) ¸ 0. F 0 est donc positive sur [x0; +1[ . F y est donc croissan
d¶emonstration sym¶etrique si f d¶ecrô³t.

2.3. F ¶etant C1; F est constante sur R si et seulement F 0 y est nulle ce qui ¶equivaut µa : 8x; f (x + 1) = f (x). Comme f es
continue, cette condition ¶equivaut µa f 2 C0

1 .

F est constante si et seulement si f 2 C0
1

2.4. f : t 7! j sin(¼t)j ¶etant ¶el¶ement de C0
1 , F est constante. Or F (0) =

R 1
0 j sin(¼t)j dt =

R 1
0 sin(¼t) dt =

h
¡ cos(¼t)

¼

i1

0
=

8x 2 R : ; µ (x ! jsin(¼xj) (x) = 2
¼

2.5. On peut appliquer l'¶egalit¶e des accroissements ¯nis µa la primitive Á de f d¶ejµa introduite :

8x 2 R , 9c 2]x; x + 1[ , F (x) = Á(x + 1) ¡ Á(x) = Á0(c) = f (c)

D'aprµes l'encadrement limx!+1 (c) = +1 et donc par composition

limx!+1 (F (x)) = L1

3.1. Le changement de variable x = ¡t donne

Ã(¡u) =
Z ¡u+1=2

¡u¡1=2
f (t) dt =

Z u+1=2

u¡1=2
f (¡x) dx

Ainsi,Ã a la parit¶e de f .

3.2. Á(u) = F (u ¡ 1=2) et Á(¡u) = F (¡u ¡ 1=2)

- si f est paire, F (u ¡ 1=2) = F (¡u ¡ 1=2) soit F (x) = F (1 ¡ x) et donc le graphe de F est sym¶etrique par rappor
µa la droite x = ¡1=2.

- si f est impaire, F (u ¡ 1=2) = ¡F (¡u ¡ 1=2) soit F (x) = ¡F (1 ¡ x) et donc le graphe de F est sym¶etrique pa
rapport au point (¡1=2; 0).

4.1. Soit fk : t 7! e¡kt2

k2+1 . Pour prouver la continuit¶e de
P+1

k=0 fk sur Ron doit prouver la continuit¶e des fk et la convergenc
normale de la s¶erie sur R ou sur tout segment. La convergence normale d¶ecoule de la majoration: 8t 2 R : fk(t) ·

1
k2+1 . Le majorant ¶etant le terme g¶en¶eral d'une s¶erie convergente ind¶ependante de t . , Les fk ¶etant continues, on a don

f 2 C0

4.2. Pour prouver que
P+1

k=0 fk est C1 on doit prouver que chaque fk est C 1 et que la s¶erie des d¶eriv¶ees converg
normalement sur tout segment

² sur R+¤ (ou R¡¤ ) c'est bon :

fk est de classe C1 sur R avec f 0
k(t) = ¡2kt

k2+1 e¡kt2On remarque alors que sur [a; b] ½ R+¤

8t 2 [a; b]; jf 0
k(t)j · 2kb

k2 + 1
e¡ka2

vk = 2kb
k2+1 e¡ka2

est ind¶ependant de t et, k2vk admet une limite ¯nie ( 0 ) quand k ! +1. C'est donc le terme g¶en¶era
d'une s¶erie convergente.

P
f0

k est ainsi normalement convergente sur tout segment de R+¤

f 2 C1(R¤) et 8t 6= 0; f 0(t) = ¡2t
+1X

k=1

ke¡kt2

k2 + 1



² Sur R il faut être plus pr¶ecis : car la s¶erie
P 2kb

k2+1 diverge. Comme on ne sait pas si la r¶eponse est "oui" ou "non" l
plus simple est de calculer exactement la norme in¯nie de fk:

cherchons µa majorer jf 0
k j en ¶etudiant les variations sur R+ (grâce µa la parit¶e) de la fonction : (f 0) 0

k (t) = ¡2k
k2+1

¡
1 ¡ 2kt2

¢

La fonction f 0
k ¶etant nul en z¶ero et de limite nulle en +1 on a donc sup(jf 0

kj) atteint pour x = 1p
2k

. D'oµu la majoratio

8t 2 R , f 0
k (t) ·

p
2e¡1=2

p
k

k2 + 1
»

p
2e¡1=2

k3=2

Il y a donc convergence normale de
P

f 0
k sur R et, comme auparavant,

f 2 C1(R) et 8t 2 R; f 0(t) =
P+1

k=1
¡2kte¡kt2

k2+1

4.3. La convergence normale sur R prouv¶ee en 4:1 permet d'appliquer le th¶eorµeme de limite d'une somme de s¶erie : lim (
P

fk) =P
(lim (fk )). Comme chaque fk (k ¸ 1) est de limite nulle en +1, on a donc

limx!+1 (f (x)) = 0

4.4. f est paire (comme les fk), de limite nulle en l'in¯ni, de d¶eriv¶ee nulle en 0 d¶ecroissante sur R+ (d¶eriv¶ee n¶egative). C'es
donc une fonction positive.

4.5. f est une fonction continue sur R . pour prouver l'int¶egrabilit¶e on peut montrer que t2f(t) admet une limite ¯nie en +1
(ce sera alors vrai aussi en ¡1 par parit¶e)

Or sur [0; +1[ t¡ > t2e¡kt2

k2+1 est d¶erivable de d¶eriv¶ee 2te¡kt2¡2kt3e¡kt2

1+k2 . l'¶etude des variations montre que le maximum
est atteint en §1=

p
k et donc :

8t 2 R ,
¯̄
t2fk (t)

¯̄
· e¡1

k (1 + k2)
» e¡1

k3

Le majorant est ind¶ependant de t et est le terme g¶en¶eral d'une s¶erie convergente.
P

t2fk (t) est donc normalemen
convergente sur R et on peut, de nouveau , utiliser le th¶eorµeme de limite en . t2fk (t) ¶etant de limite nulle en +1, o
obtient que

lim
t!1

¡
t2f (t)

¢
= 0

4.6.

² F est, comme f , de limite nulle en +1 (question 2:5) et d¶ecroissante sur [0; +1[ (question 2.2).

² On peut même pr¶eciser :F 0(x) = 0 () f (x + 1) = f (x): . cette ¶egalit¶e est impossible sur R+ car f est strictemen
d¶ecroissante (et de même sur R¡ ) . On a donc obligatoirement x < 0 et x + 1 > 0 . donc par parit¶e f (x + 1) = f (x) )
f (x + 1) = f (¡x) ) x + 1 = ¡x (toujours la d¶ecroissance stricte) ) x = ¡1=2 et doncF d¶ecro³̂t sur ]¡1=2;+1[

² Par ailleurs, f est paire et la question 3:2 montre que le graphe de F est sym¶etrique par rapport µa la droite x = ¡1=2.
f ¶etant d¶ecroissante (et positive) sur R+ , on a

8x ¸ 0; 0 · F (x) =
Z x+1

x
f (t) dt · f (x)

Z x+1

x
dt = f (x)

² F est ainsi continue sur R+, positive et domin¶ee par une fonction int¶egrable sur R+. C'est donc elle même une fonctio
int¶egrable sur R+ . Par parit¶e, elle est int¶egrable sur R.

II. L'endomorphisme µ.
1. D'aprµes la premiµere partie les fonctions F sont C1.. Comme x 7! jxj est continue et non de classe C1, c'est une fonctio

qui n'admet pas d'ant¶ec¶edent par µ. µ n'est pas un endomorphisme surjectif de C0.

2.1. Supposons f 2 Ker(µ). On a alors F = µ(f ) qui est constante et donc d'aprµes la question I:2:3 f est continue de p¶eriod
1. De plus, F (0) = 0 et donc

R 1
0 f (t) dt = 0.

R¶eciproquement, si f 2 C0
1 et si

R 1
0 f = 0 alors F = µ(f ) est constante toujours la question I:2:3. et cette constante vau

F (0) =
R 1
0 f (t) dt = 0

On a ainsi prouv¶e que
Ker(µ)=

n
f 2 C0

1=
R 1
0 f = 0

o
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2.2. ck est clairement continue et 1-p¶eriodique (continuit¶e et 2¼ p¶eriodicit¶e du cosinus).

< cj jck >=
Z 1

0
cos(2¼jt) cos(2¼kt)dt =

1
2

Z 1

0
(cos(2¼(j + k)t) + cos(2¼(j ¡ k)t)) dt

On a toujours j + k 6= 0 donc
R 1
0 cos(2¼(j + k)t)dt =

h
sin(2¼(j+k)t)

2¼(j+k)

i1

0
= 0 par contre

Z 1

0
cos(2¼(j ¡ k)t)dt =

8
<
:

h
sin(2¼(j¡k)t)

2¼(j¡k)

i1

0
= 0 si j 6= k

R 1
0 1dt = 1 si j = k

on a donc :
8j; k 2 N¤; < cj jck >= ±j;k

On a ck 2 Ker(µ) car la fonction est continue 1 p¶eriodique et
R 1
0 ck =

h
sin(2¼kt)

2¼k

i1

0
= 0 car k > 0

V ect ((ck )k2N¤) ½ Ker(µ)

Par ailleurs, (ck) est libre:

Soit
Pn

k=1 ¸kck = 0 une combinaison ¯nie lin¶eaire nulle . On a donc pour tout j

< cjj
nX

k=1

¸kck >=
nX

k=1

¸k < cjjck >= ¸j +
X

0 et donc 8j 2 [[1; n]] ,¸j = 0

Ainsi,
Ker(µ) est de dimension in¯nie

2.3. { f ¶etant continue, Án est la primitive de f nulle en n donc est une fonction C 1 On peut donc faire une int¶egratio
par parties:

Wn =
·
Án(t)

t

¸n+1

n
+

Z n+1

n

Án(t)
t2

dt =

R n+1
n f (t)dt

n + 1
+

Z n+1

n

Án (t)
t2

dt

mais f est 1-p¶eriodique et donc avec le changement de variable t = u + n
Z n+1

n
f (t) dt =

Z 1

0
f (u) du

Ce qui donne donc :
Wn = Á0(1)

n+1 +
R n+1

n
Án(t)

t2 dt

{ De même avec un changement de variable on a

Án(x) =
Z x

n
f (t)dt =

Z x¡n

0
f (u) du = Á0(x ¡ n)

jÁ0j est continue sur le SEGMENT [0; 1] et admet, sur ce segment, un maximum M . Donc 8n 2 N¤ , 8x 2 [n;n +1
jÁn(x)j · M
On a donc ¯̄

¯̄
Z n+1

n

Án (t)
t2

dt
¯̄
¯̄ · M

Z n+1

n

dt
t2

=
M

n(n + 1)

Ainsi par majoration ,
R n+1

n
Án(t)

t2 dt est le terme g¶en¶eral d'une s¶erie absolument convergente.

- Si f 2 Ker(µ) alors Á0(1) = 0 et
P

Wn converge.

- Sinon, Wn est somme de termes g¶en¶eraux de s¶eries convergente et divergente (Á0(1)=n). On a donc divergence dP
Wn.

si f 2 C1
0 alors f 2 Ker(µ) () P R n+1

n
f(t)

t dt converge

3.1. Si a 6= 0, on a

µ(ha)(x) =
Z x+1

x
eat dt =

1
a
(ea(x+1) ¡ eax) =

ea ¡ 1
a

ha(x)

ha (qui est non nul) est donc vecteur propre de µ associ¶e µa la valeur propre ea¡1
a .

Quant µa a = 0 on a alors h0 = 1, on a vu en I:1:1 qu'il est vecteur propre de µ associ¶e µa la valeur propre 1
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3.2. La fonction ® : 8u 2 R¤:®(u) = eu¡1
u est d¶erivable sur R¤ avec

®0(u) =
ueu ¡ eu + 1

u2

Le d¶enominateur est positif strictement et la d¶eriv¶ee du num¶erateur est ueu. le num¶erateur est donc d¶ecroissant
strictement sur R¡ et croissante strictement sur R+ . Etant nulle en 0, il reste strictement positive. Ainsi, ®0 es
strictement positive sur R¤. On en d¶eduit que ® crô³t strictement sur chaque intervalle R+¤ et R¤¡.De plus lim0 (®) =
1; lim¡1 (®) = 0 et lim+i (®) = +1:(remarque : dessinez un tableau de variation)

3.3. D'aprµes la question 3:1,pour tout u 6= 0 ; ®(u) 2 Sp (µ). D'aprµes les variations qui pr¶ec¶edent, la fonction ® ¶etant continu
strictement monotone sur chaque intervalle :

² quand a parcourt R¤¡, ea¡1
a parcourt ]0; 1[ et donc ]0;1[½ Sp (µ)

² quand a parcourt R¤+ , ea¡1
a parcourt ]1; +1[ et donc ]1; +1[½ Sp(µ)

² Si a = 0 , on a vu que µ(1) = 1 et donc 1 2 Sp (µ)

² Ker (µ) 6= f0g donc 0 2 Sp (µ)
Sp(µ) \ R+ = R+

III. Une suite de fonctions propres.
1.1. ½ est d¶erivable sur R+ et

8t 2 R+ ; ½0(t) = 2t cos(2t) ¡ 2t = ¡4t sin2(t)

La fonction est donc d¶ecroissante sur R+ et comme elle est nulle en z¶ero on a :

8t ¸ 0 , ½(t) · 0

1.2. g est d¶erivable sur Ik et ... g0 doit s'exprimer µa l'aide de ½ :comme g(t) = t cotan(t) + ln(sin(t)) ¡ ln(t) ¡ ln(¸) :

8t 2 Ik; g0(t) =
cos(t)
sin(t)

¡ t
sin(t)2

+
cos(t)
sin(t)

¡ 1
t

=
½(t)

t sin2(t)
< 0

g est donc continueµa d¶eriv¶ee strictement n¶egative sur Ik : . g r¶ealise donc un C1-di®¶eomorphisme de Ik dans son imag
g(Ik ) =

¤
lim(2k+1)¼ g; lim2k¼ g

£

² En (2k + 1)¼ par valeurs n¶egatives : g(t) tend vers ¡1 ( forme du type : (2k + 1)¼ ¤ (¡1) + (¡1)))

² En (2k¼)+ , on a une forme ind¶etermin¶ee qu'il faut pr¶eciser.:On pose u = sin(t) qui tend vers 0 :

On a t cos(t)
sin(t) » (2k¼) 1

sin(t) = 1
u et ln

³
sin(t)

¸t

´
= ln(sin(t)) ¡ ln(t) ¡ (ln(¸) = ln (sin(t))+(limite ¯nie)» ln(sin(t)) = ln(u)

Or 1=u >>0 ln(u) donc lim2k¼ (g(t)) = +1
g(Ik) = R

2.1. ° ¶etant non nul, on a Z x+1

x
e°t dt =

1
°

³
e°(x+1) ¡ e°x

´
=

e° ¡ 1
°

e°x

2.2. On a alors Z x+1

x
eat cos(bt) dt = Re

µZ x+1

x
e°t dt

¶
= Re

µ
e° ¡ 1

°
e°x

¶

² Si ¸ = e°¡1
° t¡ > e°t v¶eri¯e µ(f ) = ¸f donc aussi sa partie r¶eelle h (et sa partie imaginaire)

² Pour la r¶eciproque on prend des valeurs de x simples : On a h 2 E¸ si et seulement si

8x; Re
µ

e° ¡ 1
°

e°x
¶

= Re (¸e°x)

{ x = 0 donne Re
³

e°¡1
°

´
= ¸ (car ¸ 2 R )

{ Pour avoir la partie imaginaire on ¶ecrit Im(z) = Re(¡iz) . On choisit donc x tel que e°x 2 iR or Re (e°x) =
eax cos(bx) . on essaye donc x = ¼

2b et e°x = ieax

Re(¸e° x) = 0 et Re
µ

e° ¡ 1
°

e°x
¶

= Re
µ

e° ¡ 1
°

ieax
¶

or eax est r¶eel et donc Re
³

e°¡1
° i

´
= 0 soit Im( e°¡1

° ) = 0
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{ et donc ¸ = eg¡1
°

¸ = e°¡1
°

3. En ¶ecrivant ° = a + ib, la condition pr¶ec¶edente s'¶ecrit

ea cos(b) ¡ 1 = ¸a et ea sin(b) = ¸b

la seconde relation ¶equivaut µa ea = ¸b
sin(b) soit a = ln

³
¸b

sin(b)

´
et sin(b) > 0 donc 9k , b 2]2k¼; (2k + 1) ¼[= Ik. Si o

reporte dans la premiµere on trouve

a = ln
µ

¸b
sin(b)

¶
et g(b) = 1=¸

D'aprµes III.2.1 on peut trouver dans chaque Ik un unique bk tel que g(bk) = 1=¸ . On a alors un unique ak. Pour tou
k , fk : t 7! eakt cos(bkt) est alors vecteur propre pour µ associ¶e µa la valeur propre .̧
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