E4A 200
exercice

Par hypothese, les a,, ( et donc les p, ) sont tous non nuls.
Premiére partie
1) Toute suite (ay) de limite [ < 1 convient
esivVke N ap=1/2,alorsVneN p, =1/27,
esivVkeN a, =+ ,vn €N p, = -5 convient aussi.

2) Si la suite (p,,) converge vers p # 0 on peut écrire, les p,, étant non nuls :

Vn € N* a,L:& .z
pn_l 7L*>00p

| Si (p,,) converge vers p dicérent de 0, alors (a,,) converge vers 1 |

3a) Soit n>ng,o0n a

no n

Pn = H ag H Ak = PnoQn;

k=1 k=no+1

or p,, # 0 donc :

Vo> ng, gn = —=

o

n

3b) Ina, est dé..ni au moins pour n > ng et Vo >ng Ing, =3 ;_, . ma,

Si la série Y Ina, converge alors la suite des sommes partielles (Ing, ) converge.

Soit [ sa limite. Par continuité de la fonction exponentielle, il en résulte que la suite (g,) converge vers ¢! et donc, d’aprés
a), la suite (p, ) converge vers p = p,.e’. Or cette derniére limite est non nulle, puisque p,, est non nul et ¢! > 0.

| Si la série > In a,, converge, alors la suite (p,,) converge vers un réel p non nul |

3c¢) Si la suite des sommes partielles de la série Y In a,, diverge vers +oo alors la suite (In ¢,,) admet pour limite +oco et donc

la suite (g,) admet pour limite +oo.
Si la suite des sommes partielles de la série Y In a,, diverge vers —oo alors la suite (Ing, ) admet pour limite —co et donc la

suite (g,) admet pour limite 0 . Par conséquent :

Si la suite des sommes partielles de la série > In a,, diverge vers +oo, alors (p,,) diverge vers sgn(pn,)oo
si la suite des sommes partielles de la série > Ina,, diverge vers —oo, alors (p,) converge vers 0

4) Dans cette question u,, > 0 donc a,, > 1 p, > 0 etIna, > 0.0n a toujours la relation In(p,,) = >, _; In(az)

e Si (p,) converge vers p > 0. Alors, par continuité de la fonction In, (Inp,) converge vers Inp et d’aprés la relation
précédente la série > Ina, converge.

De plus, (a,) converge vers 1 d’aprés la premiére question et donc (u,,) converge vers 0; On adonclna, = In(1+u,) ~ w,.
Les deux séries a termes positifs équivalents sont de méme nature .D’ou la convergence de > u,.

e Si la série > u, converge. Alors la suite (u,) tend vers 0, donc Ina,, ~ u, et > Ina, converge. donc la suite (Inp,) qui
est la suite des sommes partielles converge vers un réel [ et donc (p,,) converge vers p = ¢! > 0.

| (p,) converge vers p > 0 si et seulement si la série > u,, converge |

2
5 Si 3 u, converge, en particulier (u,) tend vers 0 et donc In(a,) = In(1 4+ u,) = u, + (—% + o(ui)) = wu, — v, avec
2

U
U,nr\/ﬂ'

2

e 5a) Si Y u? converge, alors Ina, apparait comme la somme des termes généraux de deux séries convergentes, donc
> Ina, converge, d’ou d’apres 3b):

| Si > wuZ converge, alors (p,,) converge vers p # 0 |




5b) Si Y «? diverge, la suite des sommes partielles de > v,, diverge vers +oo, donc, puisque Y u,, converge, la suite des
sommes partielles de > In a,, diverge vers —oo, d’ou d’aprés 3c) :

| Si > w2 diverge, alors (p,) converge vers p = 0 |

6) Si > u, est absolument convergente, alors en particulier > u,, converge et (u,) converge vers 0, donc u2 = o (|u,|). Des
théorémes sur la comparaison des séries & termes positifs, on déduit que > u2 converge. D’aprés le 5a) :

| Si > u, est absolument convergente, alors (p, ) converge vers p # 0 |

Deuxiéme partie

la) Onaln(a,) ~ % donc > Ina, diverge vers +oo (Série a termes positifs), donc le 1.3c) s’applique :

1 .
Pour a,, = 14+ =, (p,) diverge vers +oo
1

On peut aussi calculer par récurrence : p, =n + 1
2
plnn ,  (lnn)

1b) Onau, =(—1) 7—- us = .Onau? >4+ doncZu diverge.
n

n -

n
Le terme général de ) u,est de signe alterné, et la valeur absolue du terme général tend vers 0

R . . 1
Reste a montrer que |u,| est décroissant:Soit ¢(z) = % de classe C* sur R** on a
X

—Inx
¢ (o) = = YD

Ainsi ¢ décroit sur [e?, +oo] et la série Z u, Veri.e le critere spécial des séries alternées.
n>8

. . In In(n+41 In(n)+In(1+1/n In(n
On peut aussi utiliser uy,, + uo, 41 = 7‘;—1}- — ﬁz”n—Hz- =In(n).n'/2 - (\/%()1“(/(2”)1"/)2) ~ % né}g
Donc ) u, converge et > u2 diverge, et d’aprés le 1.5b) :

nl
Pour a, =14 (—1) % (pn) converge vers 0
7

2) On a maintenant

2 +oo
un:an—lz—%/ e " dt
n

<e ltpourtoutt>1 ona:

+ oo R +oo
Yn > 1,/ e~ tdt < / e tdt=e""
n n

donc —u, est une série a termes positifs majorés par le terme général de la série 272;6‘". Ainsi, > u, est convergente.
Donc le 1.6 s’applique :

2
en remarquant que e~ ?

| (p,.) converge vers p non nul |

3) D’apreés I’hypothese, les p,, sont tous non nuls.

3a) Soit n > 1 ; par dé.nition 1+ u, = =%=d'ou en divisant par p, #0: ==+ v, = =
1 1
Pourn > 1, v, = —— — —
Pp_1 Dy
n . 1 1 1 1 i
On a donc pOUl’n>1,ka=v1+Zk:2 ——)=u+>, 2——Z,€ 27 —1)1 + — — — aprés changement
b1 Pr-1 Dk Pr— P1 Pn
d’indice.
3b)

e Si > u, converge, comme Y u? converge également par hypothése, le 1.5a) s’applique : (p,) converge vers p non nul,
donc (1/p,) converge vers 1/p ; alors d’aprés la relation précédente la suite des sommes partielles de > v, converge (et
1

sa limite est v; + — — =):
P p

| Si > u, converge, alors > v, converge également |




e Par contre, avec par exemple u,, = 1/n, on a vu au 1a) que (p,) diverge vers +oo, donc (1/p,) converge vers 0 et > v,
converge, alors que la série harmonique > u,, diverge :

| La convergence de > v, n’implique pas la convergence de > u,, |

1 . . N R
3c) Awec u, = (—1)" \—I;g- d’aprés le 1b), (p,) converge vers 0 et donc (1/p, ) diverge et il en est de méme de > v, d’apres

la relation du a).

i .
Pour u,, = (—1)"7]02, > u, converge et > v, diverge
n

comme par hasard les exemples déja traités sont les contre exemples a utiliser ensuite.
C C

4a) Comme « > 0, 0N a u, = Sin =— ~ —,
/n/(l n(_\t

- [ , R
e Pour a > 1, la série Y u,, est absolument convergente, car |u,| ~ J_| et donc (p,,) converge vers p non nul, d’aprés 1.6.
n

(%

e Pour a <1, la suite des sommes partielles de > 1/n® diverge vers +oo et donc:

— si ¢ > 0 la série est a termes positifs a partir d’un certain rang et la suite des sommes partielles de ) u,, admet
pour limite +00. Or les a,, sont strictement positifs & partir d’un certain rang et Ina,, ~ u,, ; ainsi le 1.3 s’applique
et (p,) diverge vers +oo

— Si ¢ < 0 de méme la suite des sommes partielles de > u,, admet pour limite —oco et (p,,) tend vers +oo

—sic=0a,=1c¢t (p,) tend vers 1.

| (p,.) converge vers 0 si et seulement sia < 1etc <0 |

4b) Ici a =1 ; d’aprés ce qui précéde,

|Si c >0, alors >_ p, diverge grossiérementl

Soitdonc ¢ < 0. On aalors lim(p,,) =0 et Vn , p,, > 0. Cherchons un équivalent de (p, ) en étudiantle développment limité
de In(p,) = >_p_;In(1 +sin (£)).
Onaln(l+sin<) =In(1+%+o(%)) =< -5 +0(%) = <—0v, avec v, = 55 +o0 (%) ~ == et donc par comparaison

a une série de Riemann > v, converge.
On a donc

n n “+oo
In(p,) =c¢ Y % +> o =c(ln(n) +v +o(1) + (ka + 0(1))
k=1 k=1 k=1

Donc en posant L = v + >, u;
In(p,) = cn(n) + L +o(1)

et donc

P = eaneo(l)

Or exp est continue en zéro donc e°(!) tend vers ¢® = 1 si n tend vers +oo . Donc

D’ou par comparaison a un série de Riemann :

B~ 5. converge si et seulement si ¢ < —1]




